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Resumen

Skew braces: estructura y algunas aplicaciones

En esta tesis estudiamos propiedades de la estructura conocida como skew brace.
Especificamente, nos centramos en aquellas que tienen grupo aditivo nilpotente y
generalizamos algunas propiedades conocidas del caso abeliano. Las skew braces
han cobrado una gran relevancia en los tltimos anos gracias a la conexién existente
entre ellas y las soluciones de la ecuacién conjuntista de Yang—Baxter (EYB). Toda
solucién no degenerada de la EYB tiene asociada una estructura de braza en sobre
su grupo de estructura.

Debido a esta conexién, hemos dirigido nuestros esfuerzos a la clasificacion y
construccién de skew braces de ciertos érdenes. Especificamente, hemos construido
las skew braces de orden pg y p?q para ntimeros primos distintos p y ¢. Para ello
es necesario conocer todos los grupos del orden requerido y conseguir todos los
subgrupos regulares del holomorfo de cada uno de los grupos. A partir de la lista de
subgrupos regulares hemos contado clases de conjugacion bajo la acciéon del grupo
de automorfismos del grupo dado.

Palabras clave: skew braces, ecuacién de Yang—Baxter, soluciones conjuntistas,
grupo de Bieberbach, propiedad de producto tnico



Abstract

Skew braces: structure and some applications

In this thesis we study properties of the structure known as skew brace. Specifi-
cally, we focus on those with a nilpotent additive group and generalize some known
properties of the abelian case. Skew braces have gained great relevance in recent
years thanks to the connection between them and the solutions to the set-theoretic
Yang-Baxter equation. Every non-degenerate solution of the Yang—Baxter equation
has an associated skew brace structure on its structure group.

Due to this connection, we have directed our efforts to the classification and
construction of skew braces of certain orders. Specifically, we have constructed skew
braces of order pqg and p?q for distinct prime numbers p and ¢. To do so, it is necessary
to know all the groups of the required order and to obtain all the regular subgroups
of the holomorph of each of the groups. From the list of regular subgroups we have
counted conjugacy classes under the action of the automorphism group of the given
group.

Keywords: skew braces, Yang—Baxter equation, set-theoretic solutions, Bieber-
bach groups, unique product property
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Introduccion

A lo largo de los ultimos anos se ha despertado un fuerte interés en el estudio
de la llamada ecuacion de Yang—Baxter, especificamente en la versién conjuntista
propuesta por Drinfel’d en [30] a comienzos de los afios '90. Se trata de pares (X, r)
donde X es un conjunto y r : X x X — X X X es una funcién de conjuntos que
satisface la relacion

(r xid)(id x r)(r x id) = (id x r)(r x id)(id x r).

Sobre el fin del siglo pasado se comenzo a estudiar en forma sistematica a las
soluciones de la versién conjuntista. Cabe senalar aqui los trabajos fundacionales
de [31,39,49,64]. En su trabajo [55] de 2007, Rump presenta una estructura alge-
braica que permite construir soluciones involutivas de la ecuacion de Yang—Baxter:
él la denomina brace. Se trata de una generalizaciéon de los anillos radicales en el
sentido de Jacobson, una estructura que Rump observé que permite construir solu-
ciones. Gracias a su aporte se consigue construir una enorme cantidad de ejemplos
de soluciones a partir de la construccion de braces y esta estructura consigue un
interés en si misma.

En el afio 2017, Guarnieri y Vendramin en [41], inspirados en el trabajo de Rump,
dan una generalizacién de la estructura de braces que denominan skew braces. Esta
estructura permite construir soluciones no involutivas llevando més lejos el estudio
realizado por Rump previamente.

Gracias a la estructura de skew brace se han observado conexiones entre la ecua-
cion de Yang—Baxter y la teoria de anillos, variedades planas, ordenabilidad de
grupos, teoria de Garside, entre otros (algunos ejemplos pueden verse en [12,25,26,
28,34,38,57]).

A lo largo de esta tesis iremos introduciendo distintas estructuras asociadas a
las soluciones de la ecuacién de Yang—Baxter y a las skew braces (brazas torcidas).

Esta tesis es el resultado del trabajo de investigacion que publiqué por partes en
cuatro papers, veanse [1-4]. El trabajo esta organizado de la siguiente forma:

= En la primera parte presentamos los conceptos bésicos sobre brazas torcidas
que forman el objeto principal de estudio de esta tesis. También mencionamos
la conexién con las soluciones de la ecuacion de Yang-Baxter.

= En la segunda parte trabajamos con una familia especifica de soluciones de la
ecuacion de Yang-Baxter: las soluciones retractables. Recordamos los concep-
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INTRODUCCION

tos de nilpotencia a izquierda y a derecha de una braza torcida y demostra-
mos una representacion lineal del grupo de estructura asociado a una solucién
involutiva finita. Esta representacion nos serd especialmente util para poder
demostar el Teorema 2.4.7 referido a la propiedad de producto tinico en grupos.

Ademas, definimos una nocién de p-nilpotencia a izquierda y a derecha para
brazas torcidas de tipo nilpotente. Esto nos permitié mejorar algunos resulta-
dos de [50].

En la tercera parte nos enfocamos en la clasificacion de brazas torcidas de
distintos érdenes.

e En el capitulo 3 clasificamos las brazas torcidas de orden pg con p y
g numeros primos distintos. Para obtener la clasificacion utilizamos la
conexion existente entre brazas torcidas de tipo A y subgrupos regulares
de Hol(A), el grupo holomorfo de A.

e En los capitulos 4 y 5 nos enfocamos en la clasificacién de brazas torcidas
de orden p?q donde p y ¢ son dos ntimeros primos distintos. Para ello,
hemos dividido el analisis segin el tipo de grupo aditivo de las brazas
torcidas. En el capitulo 4 asumiremos que las brazas torcidas son de tipo
abeliano y en el capitulo 5 asumiremos que son de tipo no abeliano. A lo
largo del andlisis iremos incluyendo tablas que nos permitiran resumir el
trabajo realizado en cada una de las secciones.

Como aplicacién de todos los resultados conseguidos damos una demos-
traciéon a una conjetura sobre la cantidad de brazas torcidas de orden

p*q.



Parte 1

Brazas torcidas y estructuras
asociadas






Capitulo 1

Conceptos basicos

Este capitulo tiene el doble propdsito de presentar las definiciones y los concep-
tos basicos que seran utilizados a lo largo de esta tesis y el de fijar la notacién que
utilizaremos en la mayor parte del trabajo. Cualquier notacion adicional que nece-
sitemos en el futuro y no merezca ser incluida como hecho general en este capitulo,
serd oportunamente clarificada.

1.1. Ecuacién conjuntista de Yang—Baxter

Comencemos con la versién conjuntista de la ecuacion de Yang—Bazter (EYB).
Esta fue formulada por Drinfeld en [30]. Diremos que un par (X,r) donde X es
un conjunto y r: X x X — X x X es una funcién biyectiva es una solucion de la
ecuacién de Yang—Baxter si se satisface la identidad:

(r x id)(id x r)(r x id) = (id x r)(r x id)(id x 7). (EYB)

El problema de hallar soluciones para esta ecuacion es demasiado grande para
poder atacarse en su generalidad. Para aproximarnos a este problema, utilizaremos
métodos combinatorios. Para ello, consideraremos una clase especial de soluciones
a lo largo de todo el trabajo: las soluciones no degeneradas. Se trata de soluciones
biyectivas que pueden escribirse de la forma:

r(x,y) = (0:(y), 7y(2)), x,y€X,

donde o, 7, son permutaciones del conjunto X; es decir, 0,, 7, € Sx cualesquiera
sean x,y € X. De ahora en adelante, cuando nos refiramos a una solucion, se tratara
siempre de una solucion no degenerada.

Un ejemplo simple de solucion no degenerada es el de Lyubashenko.

Ejemplo 1.1.1 (Lyubashenko). Si o y 7 son dos permutaciones de X que conmutan
entre si, entonces r(z,y) = (0(y), 7(x)) es una solucién no degenerada de la EYB.

Los primeros trabajos relacionados al estudio de soluciones de la EYB fueron
los de Etingof, Schedler y Soloviev, [31], y Gateva-Ivanova y Van den Bergh, [39].

3



4 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Ambos trabajos consideran soluciones involutivas, es decir, aquellas que cumplen
7"2 =1id XxX-

En [55], Rump observé que un anillo radical R da lugar a una solucién involutiva.
Aqui, debe entenderse anillo radical en el sentido de Jacobson; es decir, R es un anillo
tal que el conjunto subyacente con la operacion x oy = x + y + xy es un grupo.

A partir de esta observacién, Rump introdujo una nueva estructura algebraica
que generaliza la estructura de anillo radical dando un marco algebraico para poder
estudiar soluciones involutivas: las brazas!.

Para construir soluciones involutivas, Etingof et al. introdujeron la nocién de
solucion retractable, [31]. Dada una solucién involutiva (X, ), definimos una relaciéon

sobre el conjunto X de la siguiente manera:
x~y siysolosi o, =0,

Esta relaciéon resulta ser de equivalencia. Nos queda, entonces, una solucion bien
definida sobre el conjunto de clases de equivalencia X /~. A esta solucién se la conoce
como la retraccion de la solucién (X, r) y la notaremos por Ret(X,r). Dado que la
retraccion sigue siendo una solucién involutiva, podemos definir inductivamente la
n-ésima retraccién de la siguiente manera: Ret' (X, r) = Ret(X,r) y Ret""(X,r) =
Ret(Ret"(X,r)) para todo n > 1.

Diremos que una solucién es irretractable si Ret(X,r) = (X, r) y diremos que es
una multipermutacidon si existe un n tal que Ret" (X, r) tiene un solo elemento. Po-
demos decir que las multipermutaciones generalizan las soluciones de Lyubashenko
(Ejemplo 1.1.1). Las soluciones involutivas por multipermutaciones recibieron mucha
atencién en los tltimos afios (podemos citar por ejemplo: [11,12,20,35,37,58,60,62]).

Muchas de las ideas utilizadas para estudiar las soluciones involutivas pueden
transportarse al contexto de las soluciones no involutivas. Las brazas definidas por
Rump y utilizadas para el estudio de soluciones involutivas fueron generalizadas a
skew braces y utilizadas para soluciones no involutivas.

De esta forma, es casi obligada la comprensién de la estructura de skew brace.

1.2. Brazas (torcidas)

Una braza torcida a izquierda® es una terna (A,+,0) tal que (A,+) y (4,0)
son grupos (no necesariamente abelianos, la notacién quedard clara en breve) que
satisfacen la compatibilidad dada por

ao(b+c)=aob—a+aoc

cualesquiera sean los elementos a,b,c € A. La operacion de suma + precede a la
operacion de multiplicacion o como es usual.

Claramente, utilizamos la notaciéon —a para referirnos al inverso de un elemento
a € A con respecto a la operacion +. Notaremos por o' al inverso de ese mismo
elemento pero con respecto a la operacion o.

! Braces en el original.
2Skew left brace en el original.
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Observacion 1.2.1. Si notamos por 1, y 1, a los elementos neutros para las opera-
ciones + y o respectivamente entonces podemos ver que 1, = 1,. En efecto, a partir
de la compatibilidad tenemos que

100(1o+1o):10010_1o+10010
1o+1o:10_1o+1o
——

Si bien concentraremos este trabajo en las brazas torcidas a izquierda, se pue-
de definir una nocién de braza torcida a derecha de forma completamente analoga
modificando la compatibilidad anterior por

(b+c)oa=boa—a+coa.

A lo largo de este trabajo surgiran una buena cantidad de ejemplos de brazas
torcidas a izquierda pero aqui referimos algunos para familiarizarnos con la defini-
cion.

Ejemplo 1.2.2 (Braza trivial). Dado cualquier grupo (A, +), definimos la operacién
ocomo aob:=a+b.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el conjunto G = {g; : j € Z/6Z} y definamos las
operaciones

9i + 95 = Git(-1)ij> 9i © 95 = Gi+tj-

Es facil verificar que ambas operaciones le dan a GG una estructura de grupo y que
—gi = g(—1y+1,;- Ahora bien

9i°9; —9it 9i°gr = Girj — it Gitk
= Git+j T g(-1)i+1i t Gitk

= Gitj(—1)iti(—1)it1i T itk

= 4q
donde
[ o= i g+ (=) (1) 4 (1) DT EDT G
i+ (=17 + (- 1)”“ DTG+ k)

= i+ g+ (1) (=) VTR k)

= i+j+ (=) (1) (i + k)

= i+j+(-1)k.
Luego

91 = Gitj+(-1)ik = 9i © Gj+(-1)ik = Gi © (gj + gr)-
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Al igual que en el estudio de otras estructuras algebraicas (tales como grupos o
anillos), contamos con nociones de morfismos e ideales. A continuacién resumimos
las ideas bésicas que utilizaremos a lo largo de nuestro trabajo.

Definicién 1.2.4. Si (B, +1,01) ¥ (B2, +2,02) son dos brazas torcidas y f: By —
Bs es una funcion de conjuntos, decimos que f es un morfismo de brazas torcidas si
se satisfacen las condiciones

= fla+1b) = fla) +2 f(b)
= flao1b) = f(a)os f(b)
cualesquiera sean a,b € Bj.

Como es usual, si un morfismo f es biyectivo, diremos que se trata de un iso-
morfismo y dos brazas torcidas seran isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas.

El estudio de brazas torcidas en general es bastante amplio, razén por la cual
se suelen estudiar familias teniendo en cuenta alguna propiedad adicional sobre
la estructura aditiva, es decir sobre (A, +). Si denotamos por X a una propiedad
aplicable a un grupo (por ejemplo abeliano, nilpotente, resoluble, etc.), diremos que
una braza torcida es de tipo X si el grupo aditivo pertenece a la clase X.

Las brazas definidas por Rump que referimos anteriormente son las brazas tor-
cidas de tipo abeliano.

Para una braza torcida A podemos definir un morfismo de grupos

A (A 0) > Aut(A,+), a— A,

donde A, (b) = —a + a o b. Denotaremos a su nucleo como ker A, como es usual.
Por definicién, tenemos que

aob=a+ \(D), a+b=aol,b), Ao(d') = —a.
Una operacion muy util a la hora de estudiar brazas torcidas es la siguiente:
a*xb= A\, (b) —b.
Cualesquiera sean a, b, c € A, se cumple que

ax(b+c)=axb+b+ax*xc—b,
(aob)xc=ax(bxc)+bxc+axc

El siguiente ejemplo nos muestra de qué forma surgen las brazas como una ge-
neralizacion de la estructura de anillo.

Ejemplo 1.2.5. Sea (R, +, %) un anillo radical en el sentido de Jacobson, es decir
que la operacion aob = a+ a*xb+ b define una estructura de grupo sobre el conjunto
R. Entonces (R,+,0) es una braza como se puede comprobar inmediatamente a
partir de la definicién.

Notemos que a * b resulta ser igual a —a+aob— b que es lo que definimos como
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Definicién 1.2.6. Una bi-braza torcida es una braza torcida (A,-+,0) tal que
(A, 0,+) también es una braza torcida (véase [23]). Equivalentemente,

x+(yoz)=(r+y)ox o(x+2) (1.1)

se satisface cualesquiera sean x,y,z € A.

1.3. Estructuras algebraicas asociadas a
la ecuacion de Yang—Baxter

En esta seccién resumiremos las estructuras algebraicas basicas que se pueden
asociar a una solucién de la ecuacién de Yang—Baxter.

Dada una solucién involutiva (X, r), se puede definir lo que se conoce como el
grupo de estructura G(X,r) de la solucién. Este grupo fue definido en [31,49, 64]
como el grupo generado por los elementos x € X y las relaciones

rzoy=wuov donde r(x,y)= (u,v).

El uso de o para denotar la operacién del grupo G(X,r) no es caprichoso, en
breve veremos que sobre este grupo puede definirse una estructura de braza torcida.

Para el caso de soluciones involutivas finitas, el grupo G(X,r) resulta ser libre
de torsién (véase por ejemplo [39]). En [24] se prob6 que G(X,r) es un grupo de
Garside.

Siguiendo con el caso involutivo, tenemos un segundo grupo que puede asociarse
a una solucién dada: el grupo de permutaciones G(X,r) que es el subgrupo de Sx
(el grupo simétrico sobre el conjunto X) generado por {o, : x € X}. Claramente,
G(X,r) actia sobre X y si X es finito, entonces G(X, ) es finito.

1.4. Relacion entre brazas torcidas y soluciones
de la ecuaciéon de Yang—Baxter

Si (A, +,0) es una braza torcida, entonces la funcién
ratAx A= Ax A ra(a,b) = (A(b), Aa(b) 0aob)

es una solucién de la EYB.
Més atn, esta solucién es involutiva (es decir 74 = idax4) si y sélo si A es una
braza torcida de tipo abeliano (es decir, una braza como las definidas por Rump).
Reciprocamente, si (X, r) es una solucién entonces el grupo de estructura G(X, r)
admite una unica estructura de braza torcida que satisface la identidad

Taxrxaxn (L X ) = (L xo)r
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donde ¢ : X — G(X,r) es la funcién canénica (recordemos que los generadores de
G(X,r) son los elementos de X). Cabe aclarar que, en general, esta inclusién no es
inyectiva.

Adicionalmente, la braza torcida G(X,r) satisface una propiedad universal. Si
A es cualquier braza torcida y f: X — A es una funcién que satisface la identidad
ra(fx f)=(f x f)r, entonces existe un tinico ¢ : G(X,r) — A morfismo de brazas
torcidas tal que pr = f y 74(p X ¢) = (¢ X ¢)rg(x,»- Resultados similares pueden
encontrarse en [31,49,64].

Notemos que el grupo multiplicativo de la braza torcida G(X, ) es el grupo de
estructura que definimos sobre la solucién (X, r) en la Seccién 1.3.

El grupo de permutaciones G(X,r) de una solucién involutiva admite una es-
tructura de braza definiendo la operacion

Aa+ A = Ay

cualesquiera sean a, b € A. Este resultado puede consultarse en [10]. Para una versién
para el caso no involutivo, véase [9].

Un ideal a izquierda de una braza torcida es un subgrupo de la estructura aditiva
que es estable bajo la accion de A. Se sigue que un ideal a izquierda resulta ser un
subgrupo de la estructura multiplicativa.

Un ideal es un ideal a izquierda que ademas es un subgrupo normal tanto del
grupo aditivo como del multiplicativo. Decimos que una braza torcida A no nula es
simple si tiene solamente dos ideales (los triviales {0} y A).

El zdcalo de una braza torcida A es el ideal Soc(A) = ker A N Z(A,+), donde
denotamos al centro del grupo aditivo por Z(A, +).

El conjunto

Fix(A) ={a € A: \;(a) = a para todo z € A}

es claramente un ideal a izquierda.
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Capitulo 2

Retractabilidad de soluciones y
p-nilpotencia de brazas torcidas

Los resultados de este capitulo estdan basados en el trabajo [4] en el que explora-
mos la relacién entre las soluciones retractables y una cierta nocién de nilpotencia
sobre las brazas torcidas. Recuperaremos algunos hechos conocidos sobre brazas
nilpotentes y los extenderemos a brazas torcidas. Definiremos ademés una version
local: la p-nilpotencia a derecha e izquierda donde p es un primo que divide al orden
de la braza torcida.

Comencemos comentando algunos hechos generales.

Notacidén 2.0.1. Dado un conjunto finito X, n(X) denotard al conjunto de divisores
primos del cardinal de X.

Dados dos subconjuntos X e Y de una braza torcida A, escribiremos X %Y para
referirnos al subgrupo de (A, +) generado por los elementos de la forma = * y con
reXeyeY.

Lema 2.0.2. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente y p € w(A). Todos
los p-subgrupos de Sylow de (A,+) son ideales a izquierda de A.

Demostracion. Véase, por ejemplo [22, Lemma 4.10]. O]

El lema 2.0.2 deja de ser valido si quitamos la hipotesis de tipo nilpotente. En
el ejemplo 1.2.3, la braza torcida G tiene grupo multiplicativo isomorfo al grupo
ciclico Cy y grupo aditivo isomorfo al grupo simétrico S3 que no es nilpotente. En
este caso, los 2-subgrupos de Sylow de (G, +) no son ideales de la braza torcida G.

Definicién 2.0.3. Si G es un grupo finito y p € 7(G), escribimos |G| = p*m con m
no divisible por p. Un p'-subgrupo de Hall de G es un subgrupo de orden m.

Lema 2.0.4. Sea A una braza torcida de tipo nilpotente. Para cada p € w(A) con-

sideramos
Ay =Y A,
qem(A)\{p}

11
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el p'-subgrupo de Hall de (A,+) que es la suma directa de los q-subgrupos de Sylow
de (A,+) denotados por A,. Entonces, Ay es un subgrupo normal de (A, +) y es un
ideal a izquierda de A.

Demostracion. Como (A, +) es nilpotente, A, es un subgrupo normal de (A4, +).
Més aun, A,y es un ideal a izquierda de A gracias al lema 2.0.2 y al hecho de que la
suma de ideales a izquierda es un ideal a izquierda. O]

2.1. Nilpotencia a derecha e izquierda
de una braza torcida

A continuacién resumiremos dos tipos de nilpotencia que pueden definirse sobre
brazas torcidas. En lo que sigue exploraremos estas nociones y sus generalizaciones.

Una sucesion de ideales de una braza torcida que resulta ser de mucha utilidad
se define recursivamente como

AN = A
AH) = Ay A para cada n > 1.

Decimos que una braza torcida A es nilpotente a derecha si A™ = 0 para algtin
n > 1.

Para estudiar la nilpotencia a derecha de brazas torcidas de tipo abeliano y
la retractabilidad de soluciones involutivas, Rump definié, en [55], una sucesién
creciente de ideales:

0 = Soco(A) € Socy(A) C--- C Soc,(A) C ... (2.1)

En el contexto de brazas torcidas, la sucesiéon (2.1) se define recursivamente de
la siguiente forma: Socy(A) = 0 y para cada n > 1, Soc,11(A) es el ideal de A que
contiene a Soc, (A) que satisface que m(Soc,+1(A))) = Soc(m(A)) donde denotamos
por m: A — A/Soc,(A) ala proyeccién candnica. Es decir que Soc,,11(A) es el ideal
de A que cumple la igualdad:

Soc,11(A)/ Soc,(A) = Soc (A/ Socn(A)>
Para una braza torcida A y dos elementos x,y € A, escribimos

[T, yly = +y—a—y

para referirnos al conmutador aditivo de = e y. La demostracién del siguiente lema
es directa.

Lema 2.1.1. Si A es una braza torcida, entonces

Soc,i1(A) ={x € A:xxa € Soc,(A) y [x,a], € Soc,(A) para todo a € A}.
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Lema 2.1.2. Si A es una braza torcida de tipo nilpotente. Entonces, A es nilpotente
a derecha si y solo si A = Soc,,(A) para algin n € N.

Demostracion. Se sigue de [22, Lemma 2.15, Lemma 2.16]. O

Para dar una nocioén de nilpotencia a izquierda de una braza torcida A necesita-
mos la siguiente sucesion de ideales a izquierda, definida recursivamente:

Al =A
Al = Ax A" para cadan > 1.

Decimos que A es nilpotente a izquierda si A™ = 0 para algin n > 1. Para distintos
resultados sobre brazas torcidas nilpotentes a izquierda, véanse [18,22,50,55,60,61,
63].

2.2. Grupos de Bieberbach

En esta seccion utilizaremos nociones basicas sobre la teoria de grupos de Bie-
berbach que hemos extraido de [65]. A continuacién resumimos las nociones estric-
tamente necesarias para nuestro objetivo.

Un grupo G se dice que es un grupo de Bieberbach de dimension n si se trata de
un grupo sin torsiéon que contiene una subgrupo normal abeliano A de indice finito,
isomorfo a Z" y tal que Cg(A) = A donde Cg(A) denota al centralizador de A, es
decir

Cce(A) ={g € G : ga = ag para todo a € A}.

En consecuencia, tenemos una sucesion exacta corta
p
0—-A—-G—=>P—1

donde P = G/A es un grupo finito y p : G — P es el epimorfismo candnico.
Construiremos a continuacién una acciéon de P sobre A. Dado un elemento y € P,
elegimos z € G tal que p(z) = y y definimos la accién h : P — Aut(A) dada
por h(y)(a) := zaz~'. Esta accién resulta estar bien definida y ser fiel gracias a la
condicién Cg(A) = A. Cabe aclarar que h no es mas que la accién inducida por la
accion de conjugacién de G sobre A.

En la teoria de grupos de Bieberbach, a P se le conoce como el grupo de holo-
nomia de G, la funcién h es la representacion de holonomia de G'y A es el subgrupo
de traslaciones de G.

Podemos pensar al grupo G como un subgrupo discreto del grupo de isometrias
de un espacio euclideo de dimensién n. Es decir, G C O,(R) x R" donde O, (R)
denota al grupo de transformaciones ortogonales sobre R". Desde este punto de
vista, el subgrupo de traslaciones A es G NR"™, véase [32, p. 533].

En [39, Theorem 1.6], Gateva-Ivanova y Van den Bergh demostraron que si (X, r)
es una solucién involutiva finita entonces su grupo de estructura G(X, r) es un grupo
de Bieberbach de dimensién |X|.
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Apoyados en este resultado y siguiendo algunas ideas de [31] mostraremos explici-
tamente una representacién fiel del grupo de estructura de una solucién involutiva
finita que nos permita pensar a estos grupos como subgrupos de O,(R) x R™. Mé&s
aun, daremos una representacién para el grupo de holonomia.

Teorema 2.2.1. Sea (X,r) una solucion involutiva finita de tamano n. Entonces
existe un morfismo inyectivo de grupos G(X,r) — On(R) x R". En particular,
G(X,r) es isomorfo a un subgrupo de GL(n + 1,7Z).

Demostracion. Denotemos por Sy al grupo de permutaciones de los elementos de
X y por ZX al grupo abeliano libre generado por {t: 1z € X}.

Sea Mx = Sx x Z* el producto semidirecto asociado a la accién de Sx sobre
ZX. Por las proposiciones 2.3 y 2.4 de [31], la funcién X — Mx, x — (0,,1,) se
extiende a un morfismo inyectivo de grupos G(X,r) — Mx.

Si pensamos a Sx como las matrices de permutaciones, podemos ver a Sx como
un subgrupo de 0, (Z) C O, (R). Luego, dado que Z* ~ Z" C R", se sigue que My
es isomorfo a un subgrupo del producto semidirecto O, (R) x R™.

La segunda parte del enunciado se deduce del hecho de que la multiplicacion en
O, (R) x R™ estd dada por

(A,a)(B,b) = (AB,a+ Ab),
donde identificamos cada (A,a) € Mx con la matriz (4 ¢) € GL(n + 1,Z). O

Notemos que bajo esta identificacién podemos pensar en el zécalo de G(X,r)
como el subgrupo de traslaciones, es decir el conjunto de elementos de O, (R) x R
de la forma (/,a) € Mx C GL(n + 1,Z). Més atin, veamos que

Caxn < Soc (G(x, 7“))) — Soc (G(X, 7“)) .

Como Soc(G(X,r)) es un subgrupo abeliano, claramente

Soc (G(X, 7")) - Cg(x’r)<SOC (G(X, r)))
Para cada (1, ) € Soc(G(X,7)) vy (A,a) € Cgx,r(Soc(G(X,r))) tenemos
(A a)(I,z) (A7, A7 a) = (I, Az) = (I, 7),

luego Ax = x para todos los elementos de {z € R™ : (I,z) € Soc(G(X,))}. Debido
al primer teorema de Bieberbach (véase [65, Theorem 2.1]) este conjunto genera R™,
por lo cual (A, a) € Cgix,(Soc(G(X,r))) si y solo si A = I. En consecuencia, los
unicos elementos del grupo que centralizan al zdcalo son precisamente los elementos
del zécalo.

Por [39, Theorem 1.6] sabemos que el grupo de estructura de una solucién invo-
lutiva finita es un grupo de Bieberbach. Como corolario directo del primer teorema
de Bieberbach, el zocalo es el subgrupo de traslaciones y es un subgrupo sin torsiéon
que ademas es maximal con la propiedad de ser normal y abeliano de indice finito.
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Luego, el grupo de holonomia se corresponde exactamente con el grupo de permuta-
ciones de la solucion. La representacion de holonomia h es la accién de conjugacion
de G(X,r) sobre el zécalo que se puede factorizar mediante una representacién fiel.
Resumimos este resultado en el siguiente teorema que utilizaremos mas adelante.

Teorema 2.2.2. Sea (X,r) una solucion involutiva finita. Entonces G(X,r) es un
grupo de Bieberbach con grupo de holonomia isomorfo a G(X, ).

2.2.1. Aplicaciones a la EYB

Las soluciones por multipermutaciones estan estrechamente relacionadas a los
grupos ordenables a izquierda. Un grupo (G,-) se dice ordenable a izquierda si se
puede definir una relacién de orden total < en G tal que si a < b entonces c-a < c¢-b
cualesquiera sean a, b, c € G.

Jespers y Okninski demostraron en [43, Proposition 4.2] que el grupo de estruc-
tura de una multipermutacion involutiva finita es poly-Z (es decir, que admite una
serie subnormal de subgrupos tales que los cocientes sucesivos son isomorfos a Z) y
entonces resulta ordenable a izquierda.

Independientemente, en [25, Theorem 2] Chouraqui, estudiando ordenabilidad
a izquierda de grupos de estructura de soluciones involutivas, demostré el mismo
resultado. En [12, Theorem 2.1] se demuestra que una solucién involutiva finita es
multipermutacion si y solo si su grupo de estructura es ordenable a izquierda.

Decimos que un grupo G es difuso si para todo subconjunto finito A de G existe
un elemento a € A tal que cualquiera sea g € G,g # 1 se cumple que ga € A o
g lag A

En [48, Theorem 7.12] se demuestra que el grupo de estructura de una solucién
involutiva finita y no degenerada es ordenable a izquierda si y sélo si es difuso.
Recopilamos estos hechos conocidos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.3. Sea (X,r) una solucion involutiva finita. Son equivalentes:
1. (X,r) es una solucion por multipermutacion;
2. G(X,r) es poly-Z;
3. G(X,r) es ordenable a izquierda;
4. G(X,r) es difuso.

Como aplicacién del teorema 2.2.3 se puede demostrar el siguiente caso particular
de un teorema probado por Cedd, Jespers y Okninski en [20] y por Cameron y
Gateva—Ivanova en [37].

Corolario 2.2.4. Sea (X,r) una solucion involutiva finita. Si G(X,r) es un grupo
ciclico entonces (X,r) es una multipermutacion.
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Demostracion. Como X es finito, el grupo G(X, r) es finitamente generado. Resulta
ser libre de torsién y ademas Soc(G(X, 7)) es un subgrupo abeliano normal tal que

G(X,r)/Soc(G(X,r)) ~G(X,r)

es ciclico. Esto implica que G(X, r) es ordenable a izquierda por [53, Lemma 13.3.1]
y entonces (X, r) es una multipermutacién gracias al teorema 2.2.3. O

Utilizando propiedades de grupos difusos podemos obtener una generalizacién
del corolario 2.2.4:

Teorema 2.2.5. Sea (X, 1) una solucion involutiva finita tal que todos los subgrupos
de Sylow de G(X,r) son ciclicos. Entonces (X,r) es una multipermutacion.

Demostracion. Por el teorema 2.2.2; el grupo de estructura G(X,r) es un grupo de
Bieberbach con grupo de holonomia isomorfo a G(X, 7). Como todos los p-subgrupos
de Sylow de G(X,r) son ciclicos, todos los grupos de Bieberbach con grupo de
holonomia isomorfos a G(X,r) son difusos por [45, Theorem 3.5]. En particular,
G(X,r) es difuso y el resultado se sigue por el teorema 2.2.3. [

El reciproco del teorema 2.2.5 no es cierto como podemos ver en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.2.6. Sea X = {1,2,3,4} y r(z,y) = (¢2(v), py(2)), donde

1= =1d, 3= (34), 4= (12)(34).

Entonces (X, r) es una multipermutacion involutiva. Ademads, se puede comprobar
facilmente que G(X,r) ~ Cy x Cy.

Veamos ahora lo que ocurre al aplicar el teorema 2.2.5 a brazas finitas. El si-
guiente resultado de Cedd, Jespers y Okninski se encuentra implicito en [10].

Lema 2.2.7. Sea A una braza finita. Entonces (A,r4) es una solucion involutiva

tal que G(A,r4) >~ A/ Soc(A).

Demostracion. Basta ver que A/Soc(A) ~ G(A,r4). El grupo de permutaciones
G(A,ra) = {A\a : a € A} es una braza tal que su grupo aditivo estd dado por
Ao + Ny = )\a>\)\;1(b) para a,b € A.

Esto implica que la funcién A: (A,0) — Aut(A,+), a — A, es un morfismo de
brazas y entonces

A/Soc(A) 2 AN(A) ={As:a€ A} =G(A,ra)
por el primer teorema de isomorfismo. O

Aplicamos ahora el teorema 2.2.5 para obtener un resultado sobre la estructura
de las brazas.



2.3. GRUPOS CON LA PROPIEDAD DE PRODUCTO UNICO 17

Teorema 2.2.8. Sea A una braza finita. Si todos los subgrupos de Sylow del grupo
multiplicativo de A son ciclicos entonces A es nilpotente a derecha.

Demostracion. Si (A, o) tienen todos sus subgrupos de Sylow ciclicos, entonces
(A/Soc(A), o) tiene la misma propiedad. Por el lema 2.2.7, A/ Soc(A) y G(A,74)
son brazas isomorfas. En particular, G(A,r,4) tiene todos sus subgrupos de Sylow
ciclicos. Luego, (A,74) es una multipermutacién por el teorema 2.2.5. La conclusién
se deduce de [18, Proposition 6]. O

El siguiente corolario del teorema 2.2.8 es inmediato.

Corolario 2.2.9. Sea A una braza finita no trivial. Si todos los subgrupos de Sylow
del grupo multiplicativo son ciclicos, entonces A no es simple.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, es natural preguntarse si los teo-
remas 2.2.5 y 2.2.8 siguen siendo validos bajo la hipétesis de que los subgrupos de
Sylow sean abelianos. El siguiente ejemplo nos muestra que la hipdtesis no se puede
relajar.

Ejemplo 2.2.10. Existe una tnica braza simple de tamano 72, véanse [21, Remark
4.5] y [47, Proposition 4.3]. El grupo multiplicativo de esta braza es isomorfo a A4 xS;
(donde A, denota al grupo alternado de 4 letras) y entonces todos sus subgrupos de
Sylow son abelianos. Como el zécalo de esta braza es trivial, la solucién candnica
a la EYB asociada a esta braza no puede ser una multipermutacién (més ain, es
irretractable).

El corolario 2.5.14 nos dara una generalizacién del teorema 2.2.8 para el caso
de soluciones no involutivas utilizando las técnicas de [50] y brazas torcidas de tipo
nilpotente.

Ejemplo 2.2.11. Sea G = {g; : j € Z/8Z}. Las operaciones
9i + 9; = Giv(~1)ijs  9i© Gj = Gi+j

le dan a G estructura de braza torcida con grupo multiplicativo isomorfo al grupo
ciclico Cy de 8 elementos y grupo aditivo nilpotente (y no abeliano) isomorfo al grupo
diedral Dg de ocho elementos. Es facil comprobar que G es nilpotente a derecha.

2.3. Grupos con la propiedad de producto tnico

Estudiaremos a continuacion la propiedad del producto tinico en grupos de es-
tructura de soluciones involutivas. Para ello, primero recordemos la definicién de la
propiedad. Decimos que un grupo G tiene la propiedad del producto unico si dados
dos subconjuntos A y B de G no vacios cualesquiera, existe un elemento x € G que
se escribe de forma tnica como x = ab con a € A y b € B. Para mas detalles sobre
la propiedad de producto tinico, recomendamos consultar [53].
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n 1121345 6 7 8
soluciones 11215123 |88 595 | 3456 | 34530
no multipermutaciones | 1 [0 | 0| 2 | 4 | 41 | 161 | 2375

Tabla 2.1: Cantidad de soluciones involutivas.

Resulta natural preguntarnos si el grupo de estructura G(X, r) tiene la propiedad
del producto tnico, véase por ejemplo [48, Section 8]. De hecho, si (X,r) es una
multipermutacién, entonces G(X,r) tiene la propiedad del producto tnico puesto
que G(X,r) es ordenable a izquierda.

En [31], Etingof, Schedler y Soloviev construyeron todas las soluciones involutivas
de tamafio menor o igual a 8. Hay 38700 soluciones! de las cuales solo 2583 resultan
no ser multipermutaciones, véase la Tabla 2.1.

Nuestro objetivo es determinar si los grupos de estructura de soluciones invo-
lutivas que no son multipermutaciones resultan no tener la propiedad de producto
tnico. Comenzamos con la siguiente observacién hecha por Jespers y Okninski:

Proposicién 2.3.1. Sea X ={1,2,3,4} yr(z,y) = (02(y), 7y(2)) la solucion irre-
tractable e involutiva dada por

g1 = (34), 09 = (1324), O3 = (1423), 04 = (12),
T = (24), To = (1432), T3 = (1234), Ty = (13)
El grupo de estructura G(X,r) con generadores x1, Ty, x3, x4 y relaciones
T1Tg = T2y, X113 = T4T2, X114 = 515%7
Lol = T3X4, .Tg = X471, T3T1 = T4T3.

no tiene la propiedad del producto unico.
Demostracion. Véase [44, Example 8.2.14]. O

En la demostracién de la proposicion 2.3.1, Jespers y Okninski encuentran un
subgrupo del grupo de estructura isomorfo a un subgrupo de Promislow. Esta idea
la explotaremos en la Seccion 2.4.

Proposicién 2.3.2. Sea X ={1,2,3,4} yr(z,y) = (0.(y), 7y(2)) la solucion invo-
lutiva e irretractable dada por

o1 = (12), o9 = (1324), o3 = (34), o, = (1423),
= (14), Ty = (1243), 73 = (23), T4 = (1342).
Entonces, el grupo de estructura G(X,r) con generadores xy, s, x3, x4 y relaciones
23 = xy, T3 = T3T1, T1T4 = T4T3,
ToXl1 = T3, .Q?% = in, .CE?;’ — T4T2.

no tiene la propiedad del producto unico.

'Este niimero incluye una pequeiia correccién al conteo original hecha en [5].
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Demostracion. Sean x = x1x5," y y = 2125 . Consideremos el subconjunto

S = {2y, y’z, zyz~", (v’z) ", (zy) 2y, (2y)’z, (zy)?,
(wya) Y yay,y =t o ey, Y (2.2)

Para demostrar que G(X,r) no tiene la propiead del producto tinico alcanza con
probar que todos los elementos s € S? = {s155 : 81,5, € S} admiten al menos dos
escrituras diferentes de la forma s = ab = uv con a,b,u,v € S. Para verificar este
hecho, utilizamos la representacién fiel G — GL(5,Z) que nos da el teorema 2.2.1,

01001 00010
10000 00101
xy+— (00100 |, o> [ 10000 |,
00010 01000
00001 00001
10000 00100
01000 00010
3+ [ 00011 ], e [ 01000 |.
00100 10001
00001 00001

Con la ayuda de esta representacion, podemos calcular todos los productos de la
forma s;s9 para todo par de elementos sy, so € S. Por simple inspeccién, verificamos
que cada elemento de S? admiten al menos dos escrituras como las buscadas. O

Sobre las tultimas dos proposiciones, podemos sacar algunas observaciones y con-
clusiones.

Observacion 2.3.3. Las soluciones de las proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 son las tnicas
soluciones involutivas de tamano 4 que no son multipermutaciones. Podemos afirmar
entonces que los grupos de estructura de soluciones involutivas de tamano 4 que no
son multipermutaciones, no tienen la propiedad de producto unico.

Observacion 2.3.4. El conjunto (2.2) aparece en el trabajo de Promislow, véase [54].

Observacion 2.3.5. La técnica que utilizamos para demostrar la proposicion 2.3.2 se
puede utilizar para demostrar la proposicion 2.3.1.

Proposicién 2.3.6. Sea G(X,r) el grupo de estructura de una solucion involutiva
de tamano menor o igual a 7 que no es una multipermutacion. Luego, G(X,r) no
tiene la propiedad de producto unico.

Demostracion. La demostracion es un analisis caso por caso usando la misma técnica
que utilizamos en la demostracion de la proposicion 2.3.2 y la lista de soluciones de
tamano < 7 de [31]. En muchos casos, los elementos z e y que forman el subconjunto
(2.2) fueron encontrados mediante una biisqueda aleatoria. ]

En principio, el argumento utilizado para demostrar las proposiciones 2.3.2, 2.3.6
y 2.3.7 se puede utilizar para el caso de soluciones de tamano ocho. La siguiente
solucién aparece en [67] como un contraejemplo a una conjetura de Gateva—Ivanova
relacionada a la retractabilidad de soluciones libres de cuadrados, véase [36, 2.28(1)].
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Proposicién 2.3.7. Sea X = {1,...,8} y r(z,y) = (vz(y),¢y(x)) la solucion
mvolutiva e irretractable dada por

p1=(78), 2= (56), 3 = (25)(46)(78), 4 = (17)(38)(56),
s = (24),  we = (17)(24)(38), 7 = (13), s = (13)(25)(46).

Entonces, G(X,r) no tiene la propiedad de producto unico.

Demostracion. Sean © = 3:41’2_1:1:1:551 ey = a:lx;lx;;:cl_luxl—l (estos elementos fue-

ron hallados mediante una biisqueda aleatoria).
La representacion fiel G(X,r) — GL(9,Z) del teorema 2.2.1 nos permite utilizar
el conjunto (2.2) para probar que G(X, ) no tiene la propiedad del producto tnico.
0

Hay soluciones de tamano ocho para las cuales nuestra técnica no parece funcio-
nar. Por ejemplo:

Ejemplo 2.3.8. Sea X ={1,...,8} y r(z,y) = (04(y), 7(2)), donde

o1 = 09 = (3745), 7'1—7'2—(36 8),
o3 = 04 = (1826), = (1527),
o5 = o7 = (13872465), 75 = 77 = (16542873),
06 = g = (17842563), 76 = 75 = (13562478).

Luego, (X, r) es una solucién involutiva que se retrae a la solucién de la proposicién
2.3.1. En particular, (X, 7) no es una multipermutacién.

La Tabla 2.2 muestra cuatro soluciones involutivas cuyos retractos son la solucién
de la proposicion 2.3.1 y para las cuales no parece funcionar nuestra técnica; la
solucién del ejemplo 2.3.8 es la primera entrada de la Tabla 2.2. Por otro lado, en
la Tabla 2.3 se exhiben cuatro soluciones involutivas cuyos retractos son la solucién
de la proposicion 2.3.2 y para las cuales no parece funcionar nuestra técnica. No
sabemos si los grupos de estructura de las soluciones de ambas tablas tienen o no la
propiedad de producto tnico.

2.4. Coémo hallar subgrupos de Promislow

En esta seccién explicaremos la teoria general que utilizaremos para encontrar
subgrupos isomorfos al grupo de Promislow en un cierto grupo de Bieberbach. El
grupo de Promislow fue el primer ejemplo de un grupo sin torsién que no posee la
propiedad de producto tnico, véase [54].

Lema 2.4.1. Sea P el grupo de Promislow
(wy o yPe =y 2y 2Py =277,

Luego, A = (22 42, (zy)?) es un subgrupo normal abeliano libre de P de rango 3 con
P/A isomorfo al grupo de Klein de 4 elementos. Mds ain, P es un grupo ordenable
a izquierda sin torsion.
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1] (3745 (3648) (3745)(68) (3648)(57)
2| (3745) (3648) (3745)(68) (3648)(57)
3| (1826) (1527) (1826)(57) (1527)(68)
4| (1826) (1527) (1826)(57) (1527)(68)
5| (13872465) | (16542873) || (1465)(2387) | (1654)(2873)
6| (17842563) | (13562478) || (1784)(2563) | (1478)(2356)
7| (13872465) | (16542873) || (1465)(2387) | (1654)(2873)
8 | (17842563) | (13562478) || (1784)(2563) | (1478)(2356)
1| (12)(4675) | (12)(3685) | (12)(35)(4867) | (12)(3857)(46)
2 | (12)(4675) | (12)(3685) || (12)(35)(4867) | (12)(3857)(46)
3| (1435)(2786) | (1578)(2643) ||  (16582437) (17652843)
4| (1587)(2634) | (1345)(2876) || (17562834) (15682347)
5| (1823)(56) | (1724)(56) (16582437) (17652843)
6| (1823)(56) | (1724)(56) (17562834) (15682347)
7 | (1587)(2634) | (1345)(2876) || (1325)(46)(78) | (1426)(35)(78)
8 | (1435)(2786) | (1578)(2643) || (1325)(46)(78) | (1426)(35)(78)

21

Tabla 2.2: Soluciones de tamano cuatro que se retraen a la solucion de la
proposicion 2.3.1.

R 6T ) 00 | T 507
2 | (1584)(2673) | (1265)(3784) |  (1324)(5867) (1243)(5786)
31 (34)(56) (23)(58) | (17)(28)(34)(36) | (17)(23)(46)(58)
4 (1485)(2376) (1562)(3487) (1423)(5768) (1342)(5687)
5| (34)(56) (23)(58) | (17)(28)(34)(36) | (17)(23)(46)(58)
6 (1485)(2376) (1562)(3487) (1423)(5768) (1342)(5687)
7| a2)) A4)(67) | (12)(35)(46)(78) | (14)(28)(35)(67)
8 | (1584)(2673) | (1265)(3784) | (1324)(5867) (1243)(5786)
1| (13687542) (13867524) (1652) (1854)
2 | (17)(2583)(46) | (1278)(35)(46) |  (17645328) (12835647)
3| (18657243) (16857423) (3874) (2367)
4 | (1476)(28)(35) | (17)(28)(3456) | (14635827) (17825346)
5| (18657243) | (16857423) (1652) (1854)
6 | (1476)(28)(35) | (17)(28)(3456) | (17645328) (12835647)
71 (13687542) (13867524) (3874) (2367)
8 | (17)(2583)(46) | (1278)(35)(46) | (14635827) (17825346)

Tabla 2.3: Soluciones de tamano cuatro que se retraen a la solucién de la
proposiciéon 2.3.2.
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Demostracion. Véase por ejemplo [53, Lemma 13.3.3]. O

SeaI' C GL(n,Z)x Z™ un grupo de Bieberbach definido por la siguiente sucesién
exacta corta
0—L—T-5T/L—0. (2.3)

Estamos tomando L C Z" de manera que {I} x L es el subgrupo abeliano normal
maximal de I", donde I representa la matriz identidad en GL(n,Z) y 7 es el morfismo
canonico, es decir (A, a) = A.
Diremos que dos elementos z,y de un grupo G satisfacen (P) si y sélo si
2y =yz 2 and ¢’z =y > (P)

se cumple en G.

Lema 2.4.2. Sean a = (A,a) y 5 = (B, b) elementos de I que generan un subgrupo
isomorfo a P. Luego, se cumple que:

1. A4l yB+#1;
2. A y B satisfacen (P).
Demostracion. Tenemos la siguiente sucesion exacta corta:
0 — (a?, 32 (aB)?) — P — C2 — 0.

Para ver que A # I y B # I, supongamos que A = [. Sea k € N tal que

2k = (I,V'); esto puede hacerse puesto que 7(3) = B pertenece a un grupo finito.

Entonces
B2 = a7 f%a = (I,—a)(I,¥)(I,a) = (I,V) = B,

que contradice el hecho de que I' es un grupo sin torsion.
Para ver que A y B satisfacen (P) sélo debemos notar que 7(a) = Ay n(f) = B
y que «, 5 satisfacen (P). ]

Utilizaremos dos polinomios de Laurent:
P(X,)Y)=14+X+YX 1 +YX 2 P(X,Y) = -1+ X2

Lema 2.4.3. Sean G un grupo y A, B € G dos elementos que satisfacen (P). Sean
(A,v) y (B,w) un par de elementos de I que se proyectan a A y B respectivamente.

s H G- [ R

tiene una solucion entera x,y € L, entonces
a=(Az+v) y B=(By+tw)

satisfacen (P).



2.4. COMO HALLAR SUBGRUPOS DE PROMISLOW 23

Demostracion. Veamos que o3 = Ba~2. Por la hipétesis, A2B = BA~2. Luego,

identificando o y B como matrices, tenemos que o8 = Ba~? es equivalente a
P (A,B)(z +v) + P2(A,B)(y + w) = 0, lo cual es cierto por hipétesis. De forma
analoga, 3%a = a372. O

Proposicién 2.4.4. Sea I' un grupo definido por una sucesion exacta corta como
(2.3). Sean o, B € T tales que w(a) # I, w(B) # 1. Si v y B satisfacen (P), entonces
generan un subgrupo de I' isomorfo a P.

Demostracién. Sean P = («a,f3), Lp = (a,b,c) donde a = o* b = %,¢ = (af)?.
Entonces P es un grupo de Bieberbach con la siguiente sucesion exacta corta

0— Lp — P —C3 —0.

Lp es un subgrupo abeliano de I', por lo tanto es abeliano libre y es un subgrupo
abeliano maximal normal de P. Basta ver que Lp tiene rango 3. Sean ng,, ny, n.
enteros tales que a™*b™c™ = 1. Conjugando por « obtenemos a™*b ™c ™ =1 =
ab™c y por lo tanto b**c?*e = 1. Conjugando nuevamente por [ obtenemos
c*e = 1. Como I es un grupo sin torsién, tenemos que n, = ny = n, = 0. O

Observacion 2.4.5. Los céalculos propuestos en la proposicién anterior se pueden
realizar facilmente utilizando la representacién de [33, Lemma 1] que incluimos aqui
por completitud:

0 0
o 1;3)> CGLLO)
0

A continuacién mostramos un algoritmo para encontrar subgrupos (de un grupo
de Bieberbach) que son isomorfos al grupo de Promislow:

Algoritmo 2.4.6. Sea I' C GL(n,Z) x Z™ un grupo de Bieberbach definido por la
siguiente sucesion exacta corta

0—L—T-"T/L—0,

donde L C Z" fue elegido de forma que {I} x L es el subgrupo maximal normal
abeliano de I' y m es el morfimo candnico. Por comodidad, llamaremos G al grupo
/L

1. Buscar entre todos los pares A, B € G \ {1} aquellos que satisfacen (P).
2. Determinar preimdgenes (A,v) € 77 1(A) y (B,w) € 7 '(B).

3. Verificar si el sistema lineal del lema 2.4.3 tiene soluciones enteras. Por la
proposicion 2.4.4, la existencia de tales soluciones es equivalente a la existencia
de un subgrupo isomorfo a P.

Como aplicacion, el siguiente teorema mejora el resultado de la proposicion 2.3.6.
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Teorema 2.4.7. Sea G(X,r) el grupo de estructura de una solucion involutiva que
no es una multipermutacion de tamano < 8. Entonces G(X,r) contiene un subgrupo
isomorfo al subgrupo de Promislow si y sélo si (X,r) no es isomorfo a alguna de las
soluciones de las tablas 2.2 y 2.3.

Demostracion. La demostracién es un analisis caso por caso utilizando el Algorit-
mo 2.4.6 y la lista de soluciones involutivas de [31]. O

2.5. p-nilpotencia a derecha en brazas torcidas

Sea A una braza torcida a izquierda. Dados dos subconjuntos X e Y de A
definimos recursivamente Ro(X,Y) = X y R,1(X,Y) como el subgrupo aditivo
generado por R, (X,Y)*Y y [R,(X,Y),Y]; paran > 0.

Lema 2.5.1. Sea I un ideal de una braza torcida A. Entonces R,1(I,A) C R, (I, A)
para todo n > 0.

Demostracion. La demotracion es por induccién en n. El caso base n = 0 es trivial
yva que [ es un ideal de A. Supongamos que el enunciado es cierto para algun valor
n > 0. Por hipétesis inductiva R, (I, A)*x AC R, 1(I,A)x AC R,(I,A) y

[Rn(lv A), A]+ - [Rn—l(]7 A)’ A]+ - Rn(Iv A)?
por lo cual se sigue que R,+1(I, A) C R, (I, A). O

Proposicion 2.5.2. Sea I un ideal de una braza torcida A. Entonces cada uno de

los Ry1(I, A) es un ideal de A.

Demostracion. La demostracion es por induccion en n. El caso n = 0 es consecuencia
de que [ es un ideal de A. Supongamos que el resultado es cierto para algin n > 0.
Primero, probemos que R, 11(/, A) es un subgrupo normal de (A, +). Sean a,b € A
y x € R,(I,A). Luego

at+zxxb—a=—-xxa+xx*(a+b) € Ryp1(L,A),
por definicion. Ademés
a+(z+b—x—b)—a=(a+zx—a)+(a+b—a)—(a+zr—a)—(a+b—a) € R,11(I, A)

por hipétesis inductiva, en consecuencia R, 1(I, A) es un subgrupo normal de (A, +).
Veamos ahora que
/\a(Rn-H (L A)) C RTL+1<I7 A) (24)

para todo a € A. Usando la hipétesis inductiva y que cada A, € Aut(A, +),

Mo(zxD) = (aoxod)xN(b) € Ryy1(I, B)
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Aa([Rn(L A>7A]+) [)‘a(Rn(L A))vAa(A)]-i-

-
- [RH(LA)?A]—F - Rn+1([7A)a

se sigue la igualdad (2.4).
Como R,1(I,A) C R,(I,A) por lema 2.5.1,

Ruii(I,A) % AC Ry(I,A) % A C Ryyi (1, A).

La afirmacién se sigue de [22, Lemma 1.9].
[

Lema 2.5.3. Sea A una braza torcida, X un subconjunto de A yn, m € N. Entonces
R, (X, A) C Soc,(A) siy solo si X C SoCyin(A).

Demostracion. Procedamos por induccién en m. El caso m = 0 es trivial. Asumamos
que el resultado es valido para algin m > 0. Notemos que R,,11(X, A) C Soc,(A)
es equivalente a R,,(X,A) * A C Soc,(A) y [Rn(X,A), Al C Soc,(A). Por lema
2.1.1, esto es equivalente a R,,(X,A) C Soc,41(A4), que a su vez es equivalente a
X C So¢int1(A) por hipdtesis inductiva. O

Lema 2.5.4. Una braza torcida A de tipo nilpotente es nilpotente a derecha si y
sélo si R,(A, A) =0 para algin n € N.

Demostracion. Por lema 2.5.3, R, (A, A) = 0 si y sélo si A = Soc,(A). Por lema
2.1.2, esto ultimo es equivalente a la nilpotencia a derecha de A. O

Recordemos que un grupo finito G es p-nilpotente si existe un p’-subgrupo de Hall
normal de G. Se puede ver que un tal subgrupo es caracteristico en GG. Siguiendo las
ideas de [50], definimos la propiedad de p-nilpotencia a derecha para brazas torcidas
de tipo nilpotente:

Definicién 2.5.5. Sea p un numero primo. Una braza torcida finita A de tipo
nilpotente es p-nilpotente a derecha si existe n > 1 tal que R, (A4,, A) =0, donde A,
es el p-subgrupo de Sylow de (4, +).

Proposicién 2.5.6. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente y p € m(A).
Entonces A, C Soc,(A) para algin n > 1 si y sdlo si A es p-nilpotente a derecha.

Demostracion. Por lema 2.5.3, R,,(A,, A) = 0 siy sélo si A, C Soc,(A). O

Proposicion 2.5.7. Una braza torcida finita A de tipo nilpotente es nilpotente a
derecha si y sdlo si A es p-nilpotente a derecha para todo p € w(A).

Demostracion. Supongamos que A es nilpotente a derecha. Por lema 2.1.2; existe
n € N tal que A, C A = Soc,,(A) para todo p € m(A). Luego, la afirmacién se sigue
de la proposicion 2.5.6.

Supongamos que A es p-nilpotente a derecha para todo p € w(A). En con-
secuencia para cada p € w(A) existe n(p) € N tal que A, C Soc,p)(A). Sea
n = max{n(p) : p € 7(A)}. Entonces A, C Soc,(A) para todo p € 7(A). Como
Soc, (A) es un ideal de A y A es de tipo nilpotente, A = @per(1)A4, C Soc,(A).
Luego A es nilpotente a derecha por lema 2.1.2. O
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En [50], Meng, Ballester—Bolinches y Romero demostraron el siguiente teorema
para el caso de brazas torcidas de tipo abeliano que nosotros extendemos a brazas
torcidas de tipo nilpotente.

Teorema 2.5.8. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Si (A, o) tiene un
p-subgrupo de Sylow normal abeliano para algin p € 7w(A), entonces A es p-nilpotente
a derecha.

Nuestra demostracién es muy similar a la de [50]. Haremos uso de los siguientes
lemas:

Lema 2.5.9. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Si (A, o) tiene un
p-subgrupo de Sylow normal para algin p € w(A) entonces A, es un ideal de A.

Demostracion. Como el grupo (A, +) es nilpotente, existe un tnico p-subgrupo de
Sylow normal A, de (A, +). Por lema 2.0.2, A, es un ideal a izquierda de A. Entonces
A, es un p-subgrupo de Sylow de (A, o), normal por hipdtesis y en consecuencia A,
es un ideal de A. O

Lema 2.5.10. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Si (A, o) tiene un
p-subgrupo de Sylow normal para algin p € w(A) entonces Soc(A,) = Soc(A) N A,.
En particular, Soc(A,) es un ideal de A.

Demostracion. Por lema 2.5.9, A, es un ideal de A.

Claramente Soc(A4,) 2 Soc(A) N A, por lo que solo tenemos que probar que
Soc(A,) € Soc(A)NA,. Sia € Soc(A,), entonces a € Z(A,,+) y axb = 0 para todo
be A, Seacée Ay escribamos c=x+y,dondez € A, yy € A,. Como

axc=ax(r+y)=a*xz+r+axy—crx=x+axy—xrecA,NAy, =0
=0

y a € Z(A,+), el lema queda demostrado. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 2.5.8.

Demostracion. Supongamos que el teorema no es valido y sea A un contraejemplo
de tamano minimal. Podemos asumir que A no es trivial, es decir Soc(A) # A. Por
lema 2.5.9, A, es un ideal de A.

Como A, € Aut(A,, +) v \(Z(4,,4)) € Z(A,, +) tenemos que Z(A,,+) es un
ideal a izquierda de A,.

Por lema 2.5.10, Soc(A,) es un ideal de A. Més atn, como (4,, o) es abeliano,

Soc(4,) ={a € Ay :a*xb=0 para todo b € A,} N Z(A,,+)
={a€A,:ao0b=a+0bparatodobe A,} NZ(A,, +)
={acA,:boa=b+aparatodobe A,} NZ(A, +)
= Fix(A,) N Z(A,, +).
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Como |A,| = p™ para algin m > 1, la braza torcida A, es nilpotente a izquierda
por [22, Proposition 4.4] y ademas Z(A,,+) es un subgrupo no nulo de (A,, +).
Entonces Soc(A4,) = Fix(A,) N Z(A,,+) # 0 por [22, Proposition 2.26].

En particular, 0 # Soc(A,) C Soc(A). Por lema 2.5.10, I = Soc(A4,) es un
ideal no trivial de A. Entonces A/I es una braza torcida de tipo nilpotente con
0 < |A/I| < |A|. La minimalidad de |A| implica que A/I es p-nilpotente a derecha.
Luego, R,(A,/I,A/I) = 0 para algun n. Es decir que R,(A4,,A) € I C Soc(A).
Ahora, por lema 2.5.3, R,11(A,, A) = 0. Luego A es p-nilpotente a derecha, lo que
contradice la hipotesis. O

Recordemos que un grupo G tiene la propiedad de la torre de Sylow si existe
una serie normal 1 = Go C G; C -+ C G,, = G tal que cada cociente G;/G;_; es
isomorfo a un subgrupo de Sylow de GG. Recordemos también que un A—grupo es un
grupo finito cuyos subgrupos de Sylow son abelianos.

Corolario 2.5.11. Sea A una braza torcida de tipo nilpotente. Supongamos que
(A, 0) tiene la propiedad de la torre de Sylow y que todos los subgrupos de Sylow de
(A, o) son abelianos. Entonces A es nilpotente a derecha.

Demostracion. Supongamos que el resultado no es vélido y sea A un contraejemplo
de tamano minimo. Como (A, o) tiene la propiedad de la torre de Sylow, existe un
p-subgrupo de Sylow normal A, de (A4, o). Entonces A, es un ideal no nulo de A y
se puede ver que

0 # Soc(A,) = Soc(A) N A, C Soc(A).

El grupo (A/ Soc(A), o) tiene subgrupos de Sylow abelianos y tiene la propiedad de
la torre de Sylow. Como A es una braza torcida no trivial, 0 < |A/Soc(A4)| < |A],
y entonces A/ Soc(A) es nilpotente a derecha por la minimalidad de |A|. Por [22,
Proposition 2.17], A es nilpotente a derecha, una contradiccién. O

Hay ejemplos de brazas torcidas de tipo abeliano que son nilpotentes a derecha
donde el grupo multiplicativo contiene un subgrupo de Sylow no abeliano o bien no
tiene la propiedad de la torre de Sylow:

Ejemplo 2.5.12. El grupo abeliano Z/8 con la operacién aob = a+3%b es una braza
torcida de tipo abeliano nilpotente a derecha con grupo multiplicativo isomorfo al
grupo de cuaterniones. Este ejemplo aparece en [7].

Ejemplo 2.5.13. Sea G = A4 x S3. Cada subgrupo de Sylow de G es abeliano,
por lo cual se sigue de [21, Theorem 2.2] y [19, Theorem 2.1] que existe una braza
torcida de tipo abeliano con grupo multiplicativo isomorfo al grupo G. El grupo G
no tiene la propiedad de la torre de Sylow. Un rastreo por la base de datos de brazas
torcidas de tipo abeliano de [41] muestra que hay sélo 4 con grupo multiplicativo
isomorfo a GG, todas ellas con grupo aditivo isomorfo a Cs x C x Cs. Sin embargo,
s6lo una de ellas no es nilpotente a derecha.

Como corolario, obtenemos una generalizaciéon del teorema 2.2.8:
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Corolario 2.5.14. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Si todos los
subgrupos de Sylow del grupo multiplicativo de A son ciclicos entonces A es nilpotente
a derecha.

Demostracion. Como todos los subgrupos de Sylow de (A, o) son ciclicos, el grupo
(A, o) es superresoluble y entonces tiene la propiedad de la torre de Sylow. Luego,
la afirmacién se sigue del corolario 2.5.11. O]

2.6. p-nilpotencia a izquierda de brazas torcidas

Sea A una braza torcida. Dados dos subconjuntos X e Y de A, definimos recur-
sivamente la sucesion Lo(X,Y) =Y y L,1(X,Y) = X x L,(X,Y) paran > 0.

Definicién 2.6.1. Sea p un nimero primo. Una braza torcida finita A de tipo nilpo-
tente se dice que es p-nilpotente a izquierda si existe n > 1 parael cual L,,(A, A,) =0,
donde A, es el p-subgrupo de Sylow de (4, +).

Lema 2.6.2. Sea A una braza torcida tal que su grupo aditivo es un producto directo
de ideales a izquierda B y C. Entonces Ax (B+ C) = Ax B+ AxC. Mas ain, si

A =@} B; donde los B; son ideales a izquierda, entonces

i=1 i=1
Demostracion. Sean a € A, b€ By ¢ € C. Luego,

ax(b+c)=axb+b+axc—b=axb+axc

se satisface cualesquiera sean a € A, b € By ¢ € C. La segunda parte se sigue por
induccién. O

Proposicién 2.6.3. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Entonces A
es nilpotente a izquierda si y sélo si A es p-nilpotente a izquierda para todo p € w(A).

Demostracion. Para cada p € m(A) existe n(p) € N tal que Ly, (A, 4,) = 0. Sea
n =max{n(p) : p € m(A)}. Luego, L, (A, A,) = 0 para todo p € m(A). Como A es de
tipo nilpotente, el grupo (A, +) es isomorfo a la suma directa de A, para p € 7(A).
Luego, por el lema 2.6.2 tenemos que

La(AA)= ) Ln(AA4,) =0
pem(A)

La otra implicacion es trivial. n

El siguiente teorema fue probado por Meng, Ballester—Bolinches y Romero para
brazas torcidas de tipo abeliano (véase [50]). Veamos que podemos extenderlo al
caso de brazas torcidas de tipo nilpotente.
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Teorema 2.6.4. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Son equivalentes:
1. A es p-nilpotente a izquierda;
2. Ay x A, =0;
3. El grupo (A, o) es p-nilpotente.

Demostracion. Veamos primero que (1) implica (2). Como A es p-nilpotente a iz-

quierda, existe n € N tal que L,(Ay, A,) € L,(A, Ay) = 0. Como (A7, o) actiia por
automorfismos en (A,, +) y la accién es coprima, se sigue por [42, Lemma 4.29] que

Ll (Ap/7 Ap) == Ap/ * Ap = Ap/ x (Ap/ * Ap) = LQ(AP/, Ap>

Por induccién, vemos que Ay * A, = L,(4;, A,) = 0.
Veamos ahora que (2) implica (3). Basta ver que (A4,, o) es un subgrupo normal
de (A, o). Por el lema 2.6.2,

Ap’ x A = Ap/ * (Ap + Ap/) = (Ap/ * Ap) + (Ap/ * Ap/) g Ap/.

puesto que A}, es un ideal a izquierda de A y Ay x A, = 0. Luego, Ay es un ideal de
A por Lema 2.0.4 y [22, Lemma 1.9]. En particular, (A4,/,0) es un subgrupo normal
de (A, o).

Por dltimo, veamos que (3) implica (1). Debemos ver que L,,(4,, A,) = 0 para
algin n. Como (A, o) es p-nilpotente, existe un p-complemento normal que es un
subgrupo caracteristico de (A, o). Este grupo es A, y en consecuencia A,, resulta ser
un ideal de A. Luego A, x A, C Ay N A, =0. Veamos que L, (A, A,) = L,,(A,, A,)
para todo n > 0. El caso n = 0 es trivial. Supongamos que es valido para algiun
valor de n > 0. Por hipotesis inductiva,

Los1(A, Ay) = Ax (A, A,) = Ax Ly(A,, A,).

Luego basta ver que Ax L, (A,, A,) C A,xL,(A,, Ay). Seana € Aybe L,(A, A,).
Escribamos a =z oy con x € A, e y € Ay. Luego

axb=(roy)xb=xx(yxb)+yxb+axxb=awxbe A, L,(A4,,A,)

puesto que A, * A, = 0.
La braza torcida A, es nilpotente a izquierda por [22, Proposition 4.4], por lo
cual existe n € N tal que L, (A,, 4,) = 0. O

El siguiente teorema fue probado por Smoktunowicz para brazas torcidas de
tipo abeliano, véase [61, Theorem 1.1]. Para brazas torcidas, hay una demostracién
en [22, Theorem 4.8].

Teorema 2.6.5. Sea A una braza torcida de tipo nilpotente. Luego A es nilpotente
a izquierda si y solo si el grupo multiplicativo de A es nilpotente.

Demostracion. Como fue observado en [50], la proposicién 2.6.3 y el teorema 2.6.4
prueban el teorema. O
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Capitulo 3

Brazas torcidas de orden pq

En principio, el problema de hallar soluciones no degeneradas de la EYB se puede
reducir al problema de clasificacion de brazas torcidas. En efecto, dada una solucién
involutiva no degenerada el grupo de permutaciones G(X,r) = {0, : * € X} tiene
una estructura canénica de braza. En [10] Bachiller, Cedé y Jespers construyen
todas las soluciones involutivas no degeneradas de la EYB con una estructura de
braza prefijada sobre el grupo de permutaciones. En [9], Bachiller generaliza esta
construcciéon considerando un grupo de permutaciones asociado a una soluciéon no
degenerada que resulta tener una estructura natural de braza torcida, [9, Theorem
3.11]. En consecuencia, con ese trabajo, el problema de clasificacién de todas las
soluciones no degeneradas se reduce al problema de clasificacion de todas las brazas
torcidas.

Recientemente, han habido muchos avances en el problema de clasificacion de
brazas (torcidas). Las brazas con grupo aditivo ciclico y las de tamaifio p?q para p, q
nimeros primos con ¢ > p+ 1 fueron clasificadas en [56,59] y [29], respectivamente.
En [7], Bachiller resolvié el problema para brazas de orden p* y p* con p un ntimero
primo y en [51], Nejabati Zenouz completé la clasificacién de brazas torcidas de
orden p®. En [52], Nejabati Zenouz incluye los grupos de automorfismos de brazas
torcidas de orden p? de tipo Heisenberg. En [6], se enumeran las brazas torcidas de
orden libre de cuadrados. En el presente capitulo resolveremos el siguiente problema.

Problema. [68, Problem 2.15] Sean p y q nimeros primos distintos. Construir
todas las brazas torcidas de orden pq salvo isomorfismos.

Nuestra clasificacion se basa en el algoritmo de construccion de brazas torci-
das desarrollado en [41]. En efecto, el algoritmo permite construir todas las bra-
zas torcidas con grupo aditivo A a partir de subgrupos regulares del holomorfo
Hol(A) = A x Aut(A). Las clases de isomorfismo de brazas torcidas se obtienen
como las érbitas de la accién dada por conjugacién inducida por el grupo de auto-
morfismos de A sobre Hol(A), [41, Section 4].

La conexién entre brazas torcidas, subgrupos regulares y extensiones Hopf-Galois
fue observada por primera vez por Bachiller en [8, Remark 2.8]. Para més detalles
acerca de esa conexién, recomendamos recurrir al Apéndice de [63].

33
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En [15], Byott senala un aproximacién a las extensiones Hopf-Galois desde la
teoria de grupos para poder enumerar las extensiones sobre un grupo dado. en par-
ticular, las extensiones Hopf—Galois de grado pg donde p > ¢ son nimeros primos
fueron investigadas en [16] a partir de una descripcién explicita de subgrupos regu-
lares.

Utilizaremos esa descripciéon como primer paso para clasificar brazas torcidas de
tamano pq. La conclusion de este capitulo se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema. Sean p > q nimeros primos. St p Z 1 (méd q), existe una unica braza
torcida de tamano pq, la trivial. Sip =1 (méd q), la siguiente es una lista completa
de las 2q+ 2 brazas torcidas de orden pq, salvo isomorfismo, donde g es un elemento
fijo de Z,, de orden multiplicativo q:

() = ()= (5%

(1) la braza trivial sobre Z, X Zy;
(i1) la bi-braza torcida (A, +,0) donde

ny\ _(s\_(n +g™s
m t) \m+t )’
» Grupo aditivo Zy, Xy ZLy:

() = ()= ()

(1) la braza torcida trivial sobre Z, X, Zg;

(11) la braza torcida (A,+,0) con

() ()= (557)

(111) las bi-brazas torcidas A, = (A, +,0) para 1 < v < q donde

() ()= ()

(w) las brazas torcidas A, = (A, +,0) for 1 < p < q donde

() ()= (050).

Observacion 3.0.1. Nuestros resultados coinciden con la formula hallada por Byott
y Alabdali en [6, Section 7.2] para enumerar brazas torcidas de tamaifio libre de
cuadrados.

» Grupo aditivo Z,, X Zy:
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3.1. Preliminares

A continuacion mostramos una forma de construir bi-brazas torcidas sobre pro-
ductos semidirectos de grupos. La primera parte es un caso especial de [51, Propo-
sition 4.6.12] pero incluimos una demostracién por completitud.

Proposicién 3.1.1. Sean A un grupo cualquiera y B un grupo abeliano. Conside-
remos n,p : B — Aut(A) morfismos de grupos. Si [Im(p),Im(n)] = 1 entonces
Gyp = (G,+,0) donde (G,+) = Ax, B y (G,0) = Ax, B es una bi-braza torcida
con A x {0} <ker\.

Demostracion. Notemos por p, y 7, las imégenes de p y n para cada x € B. Luego

(z,8) o ((y,t) + (2,u)) = (z,5) o (ym(2),t + u)
= (zps(y)ps(ni(2)), s +t + u)

y por otro lado

((z,8) 0 (y,1) — (z,8)+ ((x,5) o (2,u)) =

= (2ps(y), 5 +1) + (n-s(2) 7", —8) + (2ps(2), 5 + u)
= (zps(y)me() ™1, t) + (2ps(2), 5 + 1)

= (xps(y)me(x) " () (ps(2)),t + 5 + )
= (@ps(y)me(ps(2)),t + 5 +u)

cualesquiera sean x,y,z € Ay s,t,u € B. Como 1, y ps conmutan entonces (A, +, o)
es una braza torcida. El mismo argumento muestra que (4,0, +) es, a su vez, una
braza torcida. Mas aun,

M) (y:t) = =(x,5) + (2,5) 0 (y,1) = (n—s(2) ™", —5) + (2ps (), + 5)
“nes(@)n-s(ps(y). 1)
= (1-s(ps(y)), 1)- (3.1)

para todos x,y € Ay s,t € B. Entonces A x {0} < ker A. O

La proposiciéon 3.1.1 se puede aplicar a grupos ciclicos ya que sus grupos de
automorfismos son abelianos.

Corolario 3.1.2. Sean A un grupo ciclico y B un grupo abeliano, (G,+) = A%, B
y (G,0) = A x, B. Entonces Gy, es una bi-braza torcida y A x {0} < ker \.

El holomorfo de un grupo (A, +) es el producto semidirecto A x Aut(A) donde
la operacion esta dada por

(a, f)(b, g) = (a+ f(b), f9),

para todos a,b € Ay f,g € Aut(A).
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Denotamos por 7 : Hol(A) — A y my : Hol(A) — Aut(A) las funciones candni-
cas. Notemos que Hol(A) actia sobre A mediante (a, f)(b) = a + f(b), para todos
(a, f) € Hol(A) y b € A. Luego Hol(A) es un grupo de permutaciones de A.

Recordemos que un grupo de permutaciones N de un conjunto X se dice reqular
si, dados z,y € X, existe un tinico g € N tal que g(x) = y.

Gracias a [41], sabemos que dado un grupo (A, +) (no necesariamente abeliano)
tenemos una correspondencia biyectiva entre clases de isomorfismos de brazas torci-
das (A, +,0) y las drbitas de los subgrupos regulares de Hol(A, +) bajo la accién de
conjugacién por Aut(A, +) (identificado con el subgrupo {1} x Aut(A) < Hol(A, +)).
Si G es un subgrupo regular de Hol(A, +), entonces es facil verificar que la funcién
m|e : G — A es biyectiva.

Teorema 3.1.3. [41, Theorem 4.2, Proposition 4.3] Sea (A,+) un grupo. Si o es
una operacion tal que (A,+,0) es una braza torcida, entonces {(a,\,) : a € A} es
un subgrupo reqular de Hol(A, +). Reciprocamente, si G es un subgrupo regular de
Hol(A, +), entonces A es una braza torcida con

aob=a+ f(b)

donde (m1|c) " (a) = (a, f) € G y (A,0) X G.

Mas ain, las clases de isomorfismo de brazas torcidas sobre A estan en corres-
pondencia biyectiva con las orbitas de de subgrupos requlares de Hol(A) bajo la accion
de Aut(A) por conjugacion.

En [16] aparece una descripcién explicita de todos los subgrupos regulares de
Hol(A) para grupos de orden pg, donde p, g son nimeros primos distintos. En con-
secuencia, podemos construir todas las brazas torcidas con grupo aditivo isomorfo
a A buscando representantes de las érbitas de subgrupos regulares bajo la accién de
conjugacién por Aut(A) en Hol(A) y ademds, podemos dar una férmula explicita
para las operaciones de tales brazas torcidas utilizando el teorema 3.1.3. Respetando
la notacién de [16], denotamos por €'(G, A, m) la cantidad de subgrupos regulares
de Hol(A) isomorfos a un grupo dado G tal que su imagen por 7y tiene tamano m.

Observacion 3.1.4. Sean (A, +) un grupo y G un subgrupo regular de Hol(A). De
acuerdo con el teorema 3.1.3, (A, +,0) donde

aob=a+ 7T2((7T1|G)_1(a))(b)

para todos a,b € A es una braza torcida. En otras palabras, A\, = m(m|5'(a)) ¥
(€]
w2 (G)]*

entonces |ker \| =

Dado que en este capitulo utilizaremos la lista de representantes de subgrupos
regulares de Hol(A) provista por [16], no analizaremos en profundidad las técnicas
necesarias para llegar a una lista exhaustiva de subgrupos. En la seccion 4.1.1 y
subsiguientes del capitulo 4 retomaremos la construccion.
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3.2. Grupos de orden pg y sus grupos
de automorfismos

A continuacion listaremos todos los grupos de orden pg salvo isomorfismos y
describiremos explicitamente sus grupos de automorfismos. Consideraremos por co-
modidad, p > ¢ dos nimeros primos.

Sip# 1 (méd ¢), el Gnico grupo de orden pq es el grupo ciclico; para referirnos
a él utilizaremos la siguiente presentacion:

C=(o7|o?=71"=1,T0 =0T). (3.2)

El grupo Aut(C) es isomorfo a Z,_1 X Z,_; y utilizaremos la siguiente presenta-
cién:

Aut(C) = (¢, | P71 =017 =1, ¢ = o) (3.3)
donde los morfismos ¢ y 1 se definen como
¢(0) =", (o) = o,
o(r) =, () =717,

considerando que n tiene orden multiplicativo p — 1 médulo p y m tiene orden
multiplicativo ¢ — 1 mddulo gq.
Sip=1 (méd q), tenemos ademds un tinico grupo no abeliano que presentare-

mos como
M= {(o,7|o? =7"=1, 10 =0T) 27, x, Z, (3.4)

donde ¢ tiene orden multiplicativo ¢ médulo p. Respetando la notacién de [16],
notaremos por ag a un numero entero fijo que satisfaga

(9—1)ap=1 (méd p). (3.5)

Utilizaremos la siguiente férmula que es bien conocida:

r—1
=1 ,
Zg’ = gg_ T = ap(g" —1) (méd p) (3.6)
i=0

para todo r € N.
Una descripcién de los elementos de Aut(M) viene dada por el siguiente lema.

Lema 3.2.1. [/0, Lemma 2.3] Los automorfismos de M son
{pij 1 1<i<p-1,0<;<p-1}

donde p; ;(0) = 0" y @i (1) = o'T.

3.3. Brazas torcidas de orden pq

Recordemos que p y ¢ son ntimeros primos con p > q.
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3.3.1. Brazas torcidas triviales

Como ya mencionamos, una braza torcida (A, +, o) se dice trivialsi a+b=aob
cualesquiera sean a,b € A. Para cualquier grupo G existe una tnica braza torcida
trivial A con G = (A, +) = (A,0). Luego, si p = 1 (mdd q), existen dos brazas
torcidas triviales de tamafio pg. Por otro lado, si p Z 1 (mdd ¢) existe una unica
braza torcida de tamano pq y es trivial. Para ver esto, recordemos que un nimero
natural n se dice nimero de Burnside si n es coprimo con ¢(n), la funcién de Euler.

Proposicién 3.3.1. Sean p > q dos nimeros primos tales que p #Z 1 (mdd q).
Existe una dnica braza torcida de tamano pq (la trivial) con (A, +) = (A, 0) = Zy,.

Demostracion. Si p #Z 1 (méd q), entonces pg es un numero de Burnside, luego
existe una unica braza torcida de tamano pq, [63, Theorem A.8]. O

3.3.2. Brazas torcidas de tipo ciclico

Vamos a concentrarnos ahora en las brazas con grupo aditivo ciclico de tamano
pq. Este caso estd contenido en la clasificacién dada en [56,59] y sélo la incluimos
por completitud. Por la proposicién 3.3.1, podemos asumir que p = 1 (méd q) a
partir de ahora.

Toda imagen no trivial de un grupo de orden pg por un morfismo a Aut(C) tiene
tamanio ¢ ya que | Aut(C)| = (p—1)(¢—1) y ¢q divide a p — 1. Luego, sélo debemos
considerar subgrupos regulares tales que su imagen por ms es de orden q.

Para lo que sigue, fijemos el automorfismo « en Aut(C') definido como:

alo) =07, a(r)=rT.

Lema 3.3.2. [16, Lemma 4.1] Los subgrupos requlares de Hol(C') tales que la imagen
por Ty tiene orden q son
Gy = (o, 7°a) = M, (3.7)
donde 1 < b < q—1. En particular, ¢'(C,C,q) =0 y e (M,C,q) =q— 1.
La enumeracion de brazas torcidas de tipo ciclico se sigue de la enumeracion de
érbitas de subgrupos regulares de Hol(C).
Proposicion 3.3.3. Existe una unica braza torcida de tipo abeliano de tamano pq.

Demostracion. Basta ver que todos los subgrupos de Hol(C') que aparecen en el
Lema 3.3.2 son conjugados entre si por algin elemento de Aut(C'). En efecto,
PG = (P! irhay )
= (V/(0), ¢ (1)’a)
mib

= (o, 7" )

- ijb'

Dado que m tiene orden multiplicativo ¢ — 1 médulo ¢, todos los subgrupos Gy son
conjugados entre si. O]
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Teorema 3.3.4. La tunica braza torcida no trivial de tipo ciclico es (A, +,0) donde
(A,0) 2 Z, x4 Z,, es decir

n n s\ _ [(n+s ny (8 = n+g™ms
m t)  \m+t)’ m t)  \ m+t
con 0 <n,s <p—10<m,t <q—1. En particular, (A,+,0) es una bi-braza

torcida.

Demostracion. Por el corolario 3.1.2, (A, +,0) es una bi-braza torcida que cumple
que | ker A\| = p. Por la proposicién 3.3.3, (A, +, o) es la tnica braza torcida con esas
propiedades. O

3.3.3. Brazas torcidas de tipo no abeliano

Seguimos suponiendo que p y ¢ son nimeros primos tales que p = 1 (méd q).
Para enumerar brazas torcidas no triviales con grupo aditivo isomorfo a M debemos
hallar €'(G, M, m) para m € {p,q,pq} y G € {C, M}.

El tinico subgrupo de orden pg en Aut(M) es el subgrupo generado por

a=p11, B=vg0 (3.8)

con la notacion del lema 3.2.1. Luego, la imagen por A de cualquier braza torcida
de tamano pq esta contenida en este subgrupo.

Lema 3.3.5. [16, Lemma 5.1] Los subgrupos regulares de Hol(M) tales que la
imagen por o tiene orden p son

Ge = (0®a,0°T)y =2 C (3.9)
con 0 < c<p-—1. En particular, ¢'(M,M,p) =0 y '(C, M, p) = p.

Teorema 3.3.6. Existe una unica braza torcida de orden pq con grupo aditivo M y
| ker \| = q. Mds ain, se trata de (A,+,0) donde

n s\ _ (n+g™s n s\ _ [(g'n+g™s
)= ()-(afe) ()e()-(50) en
para todo 0 < n,s <p—1,0<m,t <qg—1.

Demostracion. Veamos primero que todos los subgrupos de (3.9) son conjugados de
Gy por algin elemento de Aut(M). Sea 0 < ¢ < p — 1 y consideremos 7 = ¢ _,
luego 7! = 1 .. Como 7 centraliza a 0% «, tenemos que

nGen~* = (n(o*)nan™", n(o°r)) = (0a, 7) = Go.

Por ende, existe una tnica braza torcida con las propiedades deseadas. Es inmediato
ver que (A, +, o) definida como en (3.10) es una braza torcida y que |ker \| = ¢. O
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Lema 3.3.7. [16, Lemma 5.2] Los subgrupos regqulares de Hol(M) cuyas imdgenes
por my tienen orden q son

Ga,b - <Ju Taab6>7 (311)
donde 1 <a<q—1y0<0b<p-—1. En particular, e'(M,M,q) = p(¢g —2) y
e'(C,M,q) =

Proposicién 3.3.8. Existen ¢—1 brazas torcidas con grupo aditivo M y | ker \| =

Demostracion. Veamos que los subgrupos Gy con 1 < a < g — 1 definidos como en
(3.11) forman un conjunto de representantes de las 6rbitas. Si b # 0,

(Pl,fbaoGa,ngil_baO = <O', (O.iba07—>aabﬁ> <U T Oébﬁ> ab7

donde hemos multiplicado al segundo generador por alguna potencia de o para
obtener la segunda igualdad. Ademds, usamos las identidades ; jap; jl =ay
901'71’6901‘_,3'1 = Qg1 = 7B,

El subgrupo generado por ¢ es invariante por la accién por conjugacién de
Aut(M). Luego, G, y Gbo son conjugados entre si si y sélo si

a — a joi=l 4
0i T B0} = @i (T) " g1-g5 = 0 1 T0g.1-g); € G (3.12)
para algin ¢;; € Aut( ). Entonces 7% (1—g); € Gpo puesto que 0 € Gpo y
To(T%0g (1-g)j) = Pg.(1—g); = B* para algin k € N. Por lo tanto j =0, k = 1y en
consecuencia 73 € Gyo. Dado que 7°8 € Gy, tenemos que 7% € (o) y entonces
a=b. O]

Teorema 3.3.9. Las brazas torcidas de orden pq con grupo aditivo M y |ker \| =
son Ay, = (A, +,0) con 1 <~ < q donde

n s\ _(n+g™s n s\ (n+(g")"s
() ()= Cate) ()o()- () o
para todos 0 <n,s <p—1,0<m,t < q—1. En particular, son bi-brazas torcidas.

Demostracion. Consideremos un representante G = G, de los subgrupos regulares
de Hol(M) para algin 1 < a < ¢ — 1 como en (3.11). Por la observacién 3.1.4,
Ao =mo(0) =1y Ao = mo(7%8) = . Como aob=a+ \(b), tenemos que

7%o7%0 ... 07" = 1" gogo...oqg=0"
~ N—————
n n

para todo n € N. Como A : (A,0) — Aut(A, +) es un morfismo de grupos,
Ao-nOTma — Ao-n,rmu, — )\n)\m /Bm

o' T?

y entonces Agnym = B4 paratodo 0 <n<p—1y0<m < q— 1. Utilizando la
0

notacion aditiva para M y la identificacién o +— ( ) Ty

() ()= () o () = (i

) tenemos:

)
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paratodo 0 < n,s < p—1y0<m,t <qg—1 Como 1l < a < q— 1 entonces
1< aTH < ¢. Dado que tanto el grupo aditivo como el multiplicativo de A, son
productos semidirectos de grupos ciclicos, por el corolario 3.1.2, se trata de bi-brazas
torcidas. O

Lema 3.3.10. [16, Lemma 5.4] Los subgrupos requlares de Hol(M) cuyas imdgenes
por my son de orden pq son

Gea = (0™a, o°7p) (3.14)

donde d #0 yobiend#qg—1con0<c<p—1lobiend=q—1yc=0. En
particular, ¢'(M, M, pq) = p(q —2) + 1.

Proposicion 3.3.11. FExisten q—1 brazas torcidas con grupo aditivo M y ker A = 0.

Demostracion. Veamos que los subgrupos Gpg con 1 < d < ¢ — 1 como en (3.14)
forman un conjunto de representantes de las érbitas de subgrupos regulares cuyas
iméagenes por my tienen orden pq.

Primero, conjugamos cualquier Gy 4 por un automorfismo arbitrario ¢; ;:

0iiGoaer, = (pii(0™)a’, i (1) @g.01-g)i)

= {(0™a)’, (677)%0q,1-g);)
A1
= (0%q, 03%7d¢g7(1_g)j>_

Multiplicando por (¢%a)@~17 al segundo generador, obtenemos

(o0 LS rp
g -o,0" 9 T B> —ngd+1_1 d
g—1 7

Ahora, como %
G,4—1 es puntual y que la 6rbita de Gy 4 con d # ¢—1 tiene p elementos pues j

recorre todo el intervalo desde 0 hasta p.

= 0 (mdd p) siy sélo si d = g — 1, tenemos que la érbita de
git1_1
g—1

]

Teorema 3.3.12. Las brazas torcidas de orden pq con grupo aditivo M y ker A = 0
son A, = (A, +,0) para 1 < pn < q donde

n s\ _ [(n+g™s n s\ _ [(g'n+(¢")"s
)t () =Caf) G- (7) om
para todos 0 < n,s <p—1,0<m,t <q—1.

Demostracion. Sea Goq un subgrupo regular de Hol(M) como en (3.14). Por la
observacién 3.1.4 tenemos que Ay, ;) = mo(x) para todo = € Go 4. En particular,

Apoo = @, A = f.
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Como aob = a+ A (b), es facil ver que

tlord0. o7l =71" 0% 00 o0...00% ="
—~ N -~ 7
n n

para todo n € N. Usando el hecho de que A : (A,0) — Aut(A, +) es un morfismo
de grupos, entonces \, = a9 Ly A\, = ﬁdil. Por otro lado,

o oM — O_nan(gfl)@_m)

m_
_ O_n+(g l)nTm
m
= 0’9 nTm
y entonces
—1)ng=™ pmd~?!
)\O—nTm - )\o,"g—mo‘rm == )\a_ng—m )\Tm = Oé(g ) g 6

paratodo 0 <n < p—1,0 <m < ¢g— 1. Si utilizamos la notacién aditiva para la

., . . . 1
operacién del grupo M y usamos la identificacion o — (0) and 7 — ((1)) tenemos

69 R 4 o R G B I A B2

para todos 0 < n,s < p—1,0 < m,t < g—1. Como 1 < d < q — 1 entonces
l<p= % < ¢ y entonces tenemos la férmula (3.15) para la operacién o. [

que



Capitulo 4

Brazas torcidas de orden p2q
Caso abeliano

En este capitulo comenzaremos con la enumeracién y clasificacion de brazas
torcidas de orden p?g donde p y ¢ son dos ntimeros primos distintos. Dado que
el objetivo es clasificar todas las brazas torcidas de este orden, comenzaremos con
las brazas torcidas de tipo abeliano (es decir, brazas a secas). Como parte de la
clasificacién seremos capaces de mostrar las formulas que definen explicitamente a
las brazas. En el préximo capitulo discutiremos la clasificacién de brazas torcidas
de tipo no abeliano.

La técnica basica es la que utilizamos para clasificar las brazas torcidas de orden
pq en el capitulo 3 pero en esta oportunidad no contamos con una lista previa
de los subgrupos regulares de Hol(A). Por este motivo, nuestro trabajo es mucho
mas extenso en este caso. El algoritmo completo de clasificacion puede consultarse
en [41, Section 4].

La clasificacion esta dividida en varios casos de acuerdo a las relaciones que se
cumplen entre los ntimeros primos p y ¢q. Comenzaremos resumiendo el método a
seguir y luego procederemos con la construccién de las brazas. Como guia, resumimos
en la tabla 4.1 sé6lo la enumeracién de brazas de acuerdo con las relaciones entre p
y q asi como la seccién en la que se trata el caso correspondiente.

En cada seccién, incluimos tablas que resumen el contenido discriminando las
brazas segin sus grupos aditivo y multiplicativo.

Como consecuencia de este trabajo, damos una demostracion alternativa de las
conjeturas 6.2-6.4 de [41], demostradas previamente en [60] y [29].

En [41, Table 5.3|, podemos consultar la cantidad de brazas torcidas de orden
n < 120 con algunas excepciones. Gracias a una mejora computacional en el algo-
ritmo de enumeracién de brazas torcidas, en [13] podemos ver muchas tablas que
resumen la cantidad de brazas torcidas de orden n < 868 con algunas excepciones.
Es importante destacar que ninguna de esas excepciones es de la forma p?q con p y
g nimeros primos distintos. Toda esta informacién se encuentra disponible en [69] y
fue de una inestimable ayuda a lo largo de este trabajo. Todos nuestros resultados
coinciden con las tablas mencionadas.

43
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Relaciones Cantidad | Seccion
p=1 (méd q), g > 2 @ §4.2
p=1 (mdd q), ¢ =2 8 §4.2
p=—1 (mdd q) 5 §4.3
q=1 (méd p), ¢ # 1 (méd p?) p+38 §4.4
q=1 (méd p?) 2p+8 §4.5
p=2,q#1 (mdd 4) 9 §4.6
p=2,qg=1 (mdd 4) 11 §4.7
py q aritméticamente independientes 4 §4.8

Tabla 4.1: Enumeracién de brazas de orden p?q.

En [13, Conjecture 4.1], los autores conjeturan la cantidad de brazas torcidas de
orden p?q a partir de los resultados obtenidos en sus tablas. Como aplicacién, en el
teorema 5.5.1 daremos una respuesta positiva a dicha conjetura.

4.1. Preliminares

Lema 4.1.1. Sean p,q dos nimeros primos distintos con p > 2 y sea (A, +,0) una
braza torcida finita de orden p*q.

(i) Sip =41 (méd q) entonces el inico p-subgrupo de Sylow de (A, +) es un ideal.
En particular, los p-subgrupos de Sylow de (A,+) y (A, o) son isomorfos.

(ii) Siq=1 (mbd p) entonces el inico q-subgrupo de Sylow de (A, +) es un ideal.

Demostracién. Los grupos de orden p*q con p = 41 (mdd ¢) contienen un tinico
p-subgrupo de Sylow por lo cual es un subgrupo caracteristico. Por lo tanto, si
denotamos por P al tnico p-subgrupo de Sylow de (A, +) tenemos que para todo
x € A, \,(P) = P. Al tener orden p?, P es el tinico p-subgrupo de Sylow de (A, o)
(ya que los ideales a izquierda son subgrupos de la estructura multiplicativa). Luego,
es normal en (A, o) y por lo tanto es un ideal. En particular (P, +,0) es una braza
torcida de orden p? y de acuerdo a la clasificacién de [7] tenemos que (P, +) = (P, o).
El mismo argumento se utiliza para demostrar (ii). O

Para hallar las férmulas que definen la operacion multiplicativa de las brazas
torcidas que clasificaremos, vamos a utilizar el siguiente lema con mucha frecuencia.
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Lema 4.1.2. Sea A una braza torcida.
(i) Si \p(b) = b entonces

bobo...ob=nb y Ap=2N\
—_—

n

para todo n € N dondenb=0b0+b+ ... +0.
—_————

n

(i1) Sia,c € ker\ yb,de Fix(A) entonces

(a+b)o(c+d)=a+b+ N(c)+d.

Demostracion. (i) Se sigue por induccién en n, puesto que si \y(b) = b entonces
bob=0b+ X\(b) =b+b=2by Aayy = N\pop = \7.
(ii) Sean a,c € ker A y b, d € Fix(A). Entonces

(a+b)o(c+d)=a+b+ Mp(ct+d)=a+b+ N(c+d) =a+b+ N\(c)+d

donde estamos usando que A\,1p = Agop = Ap pues a € ker \. O

4.1.1. Brazas torcidas y subgrupos regulares

Como mencionamos en la seccion 3.2 del capitulo 3, retomaremos a continuacién
la construccién de subgrupos regulares que sera la clave de todo lo que sigue. Algunas
observaciones fueron hechas en el capitulo anterior pero preferimos recordarlas para
facilitar la lectura.

Recordemos que la acciéon de un grupo de permutaciones G' sobre un conjunto
X se dice regular si, para cada par de elementos x,y € X, existe un tnico elemento
g € G tal que g(x) = y. El holomorfo Hol(A) = A x Aut A de un grupo A se
identifica con un subgrupo del grupo de permutaciones de A. En efecto, la accion
de un elemento (a, f) € Hol(A) sobre A estd dada por

(a,f) -z =a+ f(z) (4.1)

para todo x € A donde la operacién del grupo A la escribimos en notacién aditiva.
En consecuencia, diremos que un subgrupo G de Hol(A) es regular si la imagen de
G en el grupo de permutaciones de A mediante esta identificacion es regular.

Podemos definir una accién de Aut(A, +) sobre Hol(A4, +) dada por la conjuga-
cién donde identificamos Aut(A, +) con el subgrupo 1 x Aut A < Hol(A, +).

En [41], se mostré que a partir de un grupo (A, +) existe una correspondencia
biunivoca entre clases de isomorfismo de brazas torcidas (A, +,0) y las érbitas de
los subgrupos regulares Hol(A, +) bajo la accién de conjugacién por Aut(A,+) del
parrafo anterior.

Consideraremos
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7 : Hol(A) — A 7y : Hol(A) — Aut A
(a,f) = a (a,f) = f

las sobreyecciones canodnicas.

4.1.2. Subgrupos regulares

En esta seccion vamos a resumir la estrategia general que utilizamos para encon-
trar subgrupos regulares del holomorfo de un cierto grupo finito A. Ademas, fijamos
notacién y terminologia que utilizaremos en lo que sigue. El método esta inspirado
en [52, Section 2.2]. Consideramos m; y 7y como antes. La funcién 7 nos ayuda a
verificar la regularidad de un subgrupo G < Hol(A) con |G| = |A].

Podemos identificar al elemento (a, f) € Hol(A4,+) con una permutacién del
conjunto A actuando como (a, f) -z = a + f(z) para todo = € A.

Si (a, f), (b, g) € G entonces

mi(a, f) = m(b,g) siysélosi (a, f) ' (b,g) € H=GnN ({1} x Aut A).

Luego la funcién m; restingida a G se factoriza por la proyeccién candnica sobre
el conjunto de coclases con respecto al subgrupo H. Si G es finito, tenemos que
|G| = |H||m1(G)] y |m1(G)| divide al orden de G.

Lema 4.1.3. Sea A un grupo finito y G < Hol(A). Son equivalentes:
(i) G es regular;
(i) |Al = |G| y m(G) = A;

(iii) |Al =G|y GN(1xAutA) =1.

Demostracion. Sea 6 la accién candnica definida por (4.1). Como esta accion es fiel
y A es finito tenemos que son equivalentes:

(i) G es regular;
(i) |A| = |G|y la érbita de 1 por 6 es A;
(iii) |A| = |G| y el estabilizador de 1 bajo la accién de G es trivial.

El estabilizador de 1 bajo la accién € es GN (1 x Aut A) y la érbita de 1 es w1 (G).
De esto, se sigue el enunciado. O]

Lema 4.1.4. Sean A un grupo y G = (wa;, @ € I) < Hol(A) donde u; € A,
a; € Aut A para i € 1. Entonces:

(1) m(G) C (h(g) | g € U, h € ma(QG)), donde U = (u;, i € I).

(2) Si a;(u;) = u; entonces (u;) C m(G).
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Demostracion. (1) Tenemos que

wioux f = woy(w)ouf y (Uz‘az‘)il = O‘z‘il(uz‘yla;la (4.2)
para cualesquiera 1 € I, v € Ay f € Aut A, de lo cual se deduce la afirmacién por
induccion.

(2) Por (4.2) tenemos que
(uioy)" = uiay

y entonces 7 ((w;a;)") = ul' para todo n € Z. O

Para mostrar que un subgrupo G del holomorfo de A es regular usaremos los
lemas 4.1.3 y 4.1.4 o bien verificaremos directamente que el estabilizador de la iden-
tidad es trivial.

Como estrategia general, mostraremos una lista de representantes de subgrupos
regulares y luego probaremos que todo subgrupo regular es conjugado de alguno
de los grupos de la lista. A continuacién detallamos los dos grandes pasos de la
estrategia.

En primer lugar, buscamos una lista de subgrupos regulares del holomorfo que no
sean conjugados entre si teniendo en cuenta ciertas propiedades que son invariantes
por la conjugacion por elementos del subgrupo 1 x Aut A de Hol(A).

Sea G un subgrupo de Hol(A), entonces la clase de conjugacién de mo(G) en Aut A
y en particular |mo(G)| son invariantes. La funcién ms es un morfismo de grupos y
el cardinal de la imagen por my divide tanto a |(A,+)| como a | Aut (A, +)]|, por lo
tanto divide al médximo comun divisor. Si la imagen por m, es trivial, hay una tnica
skew brace asociada y es la trivial definida sobre A.

Si dos grupos G y H tienen la misma imagen por 7y y son conjugados por un
cierto h, entonces h normaliza su imagen por 7y y ker my|g = h(ker mo|z )R, Luego
el ntucleo con respecto a m se puede modificar actuando por el normalizador de la
imagen de 7. Por lo tanto, para el primer paso, necesitamos:

» Hallar el méximo comun divisor entre |A| y | Aut A|.

= Para cada k que divide al maximo comun divisor, encontrar las clases de
conjugacién de subgrupos de orden k de Aut(A,+). Si Aut A es abeliano,
debemos calcular todos los subgrupos del orden dado.

» El niicleo de 7 es un subgrupo de Hol(A) que estd contenido en A x 1. Luego,
debemos hallar una familia de representantes de las érbitas de los subgrupos
de orden %' de A, bajo la accién del normalizador de la imagen por w5 en A.

En algunos casos, los invariantes generales de antes no alcanzan para identificar
la clase de conjugacién de subgrupos regulares en el sentido del teorema 3.1.3 y
debemos introducir argumentos ad hoc que dependen de la estructura particular
de A y sus automorfismos. Otros argumentos que nos resultaran de utilidad son
los siguientes. Supongamos que Gy H son subgrupos regulares de Hol(A) que son
conjugados por un elemento h € Aut A, entonces:
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= los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados por h a los p-subgrupos de
Sylow de H.

= sea §) un subgrupo normal de Hol(A). El siguiente diagrama conmuta:

Hol(A) — " Hol(A) (43)
Hol(A)/$ —2- Hol(A)/$

donde ﬁ, f/z.ﬁ\ﬁ son los automorfismos interiores y las flechas hacia abajo son
los morfismos canénicos. Entonces sus imdgenes en el cociente Hol(A)/$ son
conjugadas por hf). Luego, la clase de conjugacion de la imagen en el cociente
Hol(A)/$ es invariante salvo conjugacién.

Usando el lema 4.1.3 y diferentes invariantes podemos dar una lista de subgrupos
regulares para cada valor de k posible que no sean conjugados entre si.

Las clases de isomorfismos de los subgrupos listados como representantes de las
clases de conjugacion se pueden calcular facilmente utilizando la lista de grupos de
orden p?q por lo cual omitimos la demostracién de cada caso.

El segundo paso consiste en probar que todo subgrupo regular es conjugado a
uno de la lista hallada en el primer paso. En particular, debemos describir a los
subgrupos de Hol(A) de acuerdo a los invariantes mencionados anteriormente.

Denotaremos por {a; : 1 <i < n} aun conjunto de generadores de m(G) y por
{k; : 1 < j < m} aun conjunto de generadores del nicleo de ms|s. Un subgrupo
regular G se puede dar de la siguiente manera:

G={(ki,...,km,uraq, ..., upy),

para ciertos u; € A. De acuerdo al lema 4.1.3, u; # 1 puesto que G es regular. Nos
referiremos a esta presentacion del grupo G como la presentacion estindar de G.
Cabe destacar que podemos modificar al elemento u; por cualquier otro de su misma
coclase con respecto al nicleo sin que esto modifique al grupo G (dado que esto se
traduce en la multiplicacién por la izquierda de los elementos u;a; por elementos
del niicleo). Méas ain, asi como ocurre en cualquier grupo, todo generador puede ser
multiplicado por cualquier elemento de G sin que ello modifique al propio grupo.
Utilizaremos estas operaciones cuando nos ayuden a simplificar los cdlculos sin mayor
justificacion.

El grupo regular GG debe satisfacer las siguientes condiciones que nos daran res-
tricciones a la hora de elegir los elementos u;:

(K) El ntcleo de ms|c es normal en G.

(R) Los generadores {w;o; : 1 < i < n} satisfacen las mismas relaciones que
{a; : 1 < i < n} modulo ker my|g (por ejemplo, si @ = 1 entonces tenemos
que (u;0;)" € ker m|c).
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Dado un grupo regular, podemos conjugarlo por elementos del normalizador de
mo(G) en Aut A que estabilizan al nicleo de 7| para ver que G es conjugado a uno
de los representantes elegidos.

4.1.3. Notacién

En lo que sigue, vamos a fijar p y ¢ como dos ntimeros primos diferentes. Deno-
taremos, como es usual, mediante Z al grupo de unidades de Z,, con la operacién
de multiplicacién. Para los dos grupos abelianos de orden p?q utilizaremos las pre-
sentaciones:

(1) szq = <O-77- | OpQ =711 = 17 [0-77—] = ]->7
(i) Z2x Zg= (o1 e|o? =7P =€l =1, [0,7] = [0,¢] = [1,€] = 1).

El grupo de automorfismos de Z,2, es isomorfo a Z;Z X qu por lo cual su orden
es p(p — 1)(¢ — 1). Denotamos por ¢; ; el automorfismo dado por

o o y T 7

dondei € Z), y j € Zy.

El grupo de automorfismos de Z2 x Z, es isomorfo a GLy(p) X Z; cuyo orden es
p(p —1)*(p+1)(q¢ — 1). Podemos representar a los automorfismos de Z x Z, como
Ma donde M es una matriz inversible en la base 0,7y a € Z;.

Notemos que en ambos casos los subgrupos de Sylow son caracteristicos y, por
lo tanto, normales en el holomorfo.

Si C es un grupo ciclico actuando sobre un grupo G mediante p : C' — Aut Gy
p(1) = f entonces G x; C' denota el producto semidirecto determinado por la accion
p (que queda determinado por la imagen del generador de C' por p).

4.2. Brazas de orden p*g con p =1 (mdd q)

A lo largo de esta seccién asumiremos que p y ¢ son nimeros primos tales que
p=1 (mdéd q), incluyendo el caso g = 2 salvo indicacién contraria.

En [27, §5.1 y §5.3] Crespo clasifica las brazas de orden 2p*. Recuperaremos
sus resultados como un caso particular. Denotaremos por 8 al subconjunto de Z,
formado por 0,1, —1 y un valor entre k y k= si k # 0,1, —1. Para ¢ = 2 tomaremos
B = {0,1}. Notar que si ¢ > 2 entonces |B| = £, Fijaremos un elemento g de
orden ¢q en Z; y un elemento ¢ de orden ¢ in Z;z.

De acuerdo con [14, Proposition 21.17], los grupos no abelianos de orden p?q son
los siguientes:

(i) Zp X Zy = o, 7 | 0P =79 =1, Tor" = 0');

.. k
(ii) Gr = (0, Te|o? =P =T =1, c0e ' =09, eTe ' =79) 2 L2 xp, , Z, donde

D, 1, es la matriz diagonal con entradas g, g* para k € 9B.
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Notemos que si ¢ = 2, el grupo (i) es isomorfo al grupo diedral de orden 2p? y pode-
mos asumir que t = —1. Los grupos del item (ii) se pueden parametrizar utilizando
al conjunto B puesto que G y Gi-1 son isomorfos si k # 0,1, —1. En particular,
tenemos ‘1'2'“—3 clases de isomorfismos de grupos de orden p?q si ¢ > 2 y s6lo 2 clases
siq=2.

En la siguiente tabla recopilamos la enumeracion de las brazas de esta seccion
de acuerdos a la clase de isomorfismo de sus grupos aditivos y multiplicativos.

+\o | Zyey | Ly 1 Ly | 22 X Ly | G, k € B\ {2} | G
Lpq | 2 1 -
72 x Z, - 2 1 2

Tabla 4.2: Enumeracién de brazas de orden p?q con p = 1 (méd q).

Merece una mencién especial el caso ¢ = 3 ya que en ese caso B = {0,1,—1},
2 = —1 y por lo tanto tenemos 2 brazas de tipo Zg X Zg4 con grupo multiplicativo
isomorfo a G_;. Por otro lado, para el caso ¢ = 2 tenemos que 2 = 0 y entonces

B\ {2} = {1}.

4.2.1. Brazas de tipo ciclico

En esta seccién vamos a denotar por A al grupo ciclico Z,2, y utilizaremos la
notacién de la seccion 4.1.3 para los generadores del grupo y sus automorfismos. Si
G es un subgrupo regular de Hol(A) entonces |m2(G)| pertenece a {1, ¢, p, pq} puesto
que divide a | Aut A| = p(p—1)(¢—1) y a p*>q. Veamos primero que no hay subgrupos
regulares que cumplan la condicién |m(G)| = pq.

Proposicién 4.2.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces |ma(G)| # pq.

Demostracion. El tnico subgrupo de Aut A de orden pq estd generado por el auto-
morfismo a = @y(p41)1 ¥ €l tnico subgrupo del orden p de A es (¢o”). Supongamos
que G es un subgrupo de orden p?q de Hol(A) con mo(G) = (). Entonces, la pre-
sentacion estandar de G es

G = (of, o°7ta)
para ciertos a, b. Dado que (p+1)™ = pm + 1 (mdd p?) tenemos

i o
(0°7%a)? = o 5T Pt = g%sEin1a? € G.

Ahora, como o? € G entonces a? € G N (1 x Aut A) y, por el lema 4.1.3, G no es
regular. ]

Los siguientes teoremas valen bajo la condiciéon mas general de que ¢ # 1 (méd p)
y seran aplicados mas adelante por lo cual los enunciamos con toda generalidad.
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Teorema 4.2.2. Sean p,q nimeros primos con q¢ # 1 (méd p). La dnica braza de
tipo ciclico con | ker \| = pq es (B, +,0) donde

() ()= @){QCZﬁ?? s

para todos 0 <n,s <p*—1y0<m,r <q—1. En particular, (B,0) = Z,,.

Demostracion. El inico subgrupo de orden p de Aut A es el subgrupo generado por
©pt1.1 ¥ A tiene un dnico subgrupo de orden pg, digamos (¢”, 7). Suponiendo que G
es un subgrupo regular de Hol(A) con |m3(G)| = p tenemos la siguiente presentacién
estandar:

G= (o T, 0a7b¢p+1,1> = (o?, T, 0%pi11),

donde 1 < a < p—1y en particular G es abeliano. Por [22, Corollary 4.3], como las
estructuras aditiva y multiplicativa de la braza asociada a GG son abelianas entonces
la braza se puede pensar como un producto directo de una braza de orden p? v la
braza trivial de orden ¢. De acuerdo a la clasificacién de brazas de orden p? dada
en [7, Proposition 2.4], hay tinicamente una braza no trivial de orden p? con grupo
aditivo ciclico y eso nos lleva a la férmula (4.4). El grupo (B, o) es ciclico pues de
acuerdo con el lema 4.1.1, su p-subgrupo de Sylow es ciclico. [

Teorema 4.2.3. Sean p, q nimeros primos tales que ¢ # 1 (méd p). La inica braza
de tipo ciclico con |ker \| = p? es (B, +,0) donde

GO -Ga) G0 -0 e

para todos 0 < n,s <p*—1y0<m,r <q—1. En particular, (B,0) = Z,>» Xy Z, y
(B,+,0) es una bi-braza.

Demostracion. Por el corolario 3.1.2, tenemos que (4.5) define una bi-braza con las
propiedades deseadas. Veamos que existe una unica braza con las condiciones del
enunciado. El inico subgrupo de orden g de Aut A es el subgrupo generado por ¢y ;.
El tinico subgrupo de orden p? de A estd generado por . Sea G un subgrupo regular
con |my(G)| = g, entonces G tiene la siguiente presentacién estandar:

Gb = <07 Tbgot,1>7
con 1 < b < q—1. El grupo Gy es conjugado del subgrupo

H = (0,7p11) = Ly X Ly

p

por ¢ ;. Por lo tanto existe una tnica braza bajo las condiciones del enunciado salvo
isomorfismo. O

Resumimos a continuacion los resultados parciales obtenidos en esta subseccion.
Las columnas hacen referencia a la clase de isomorfismo del grupo multiplicativo.



52 CAPITULO 4. BRAZAS TORCIDAS DE ORDEN p%q - CASO ABELIANO

[ ker A| | Zyzq | Zy2 %, Z,

Pq 1 -
p? - 1
Pq 1 -

Tabla 4.3: Enumeracion de las brazas de tipo ciclico
de orden p?q con p =1 (mdéd q).

4.2.2. Brazas de tipo Z;r% X 2Ly

Notemos ahora por A al grupo abeliano Zf, X Zq. Si G es un subgrupo regular de

Hol(A) entonces |m2(G)| divide tanto a p*q como a | Aut A| = p(p—1)*(p+1)(¢—1).
Por lo tanto |m2(G)| es un divisor de pg pues p =1 (méd q).
Observacion 4.2.4. Los automorfismos de A de orden p, g o pq actian trivialmente
sobre sus g-subgrupos de Sylow puesto que p y ¢ no dividen a ¢—1. Por lo tanto, si G
es un subgrupo regular de orden p?q entonces la accién de 7, (G) sobre el g-subgrupo
de Sylow de A es trivial.

Observacion 4.2.5. Supongamos que p y ¢ son nimeros primos tales que p = 1
(méd ¢q) y g es un elemento de orden g en Z). Si denotamos por D, a la matriz
diagonal que en la diagonal tiene a los elementos g% y ¢°, vamos a considerar las

matrices
11 g O {10
< s 8 o e

para 0 < s < ¢ — 1. Es un hecho conocido que, salvo conjugacién, los subgrupos
de orden ¢ de GLy(p) estan generados por una de las matrices Dy con s € B
(incluyendo el caso ¢ = 2). Notemos ademds que Dy ; es conjugada de D; .

Los subgrupos de orden p de GLy(p) son sus p-subgrupos de Sylow y entonces
son todos conjugados del subgrupo generado por C.

Un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de los subgrupos
de orden pq de GLy(p) viene dado por Hy = (C.Dy5) v H = (C,Dy;), donde
0 < s < q— 1. De hecho, salvo conjugacion, podemos asumir que el p-subgrupo
de Sylow de un grupo H de orden pq estd generado por C'. Luego, el generador de
orden ¢ es una matriz triangular superior pues pertenece al normalizador de C' por
lo cual podemos suponer que H esta generado por C' y por una matriz diagonal de
orden g que puede ser o bien alguna de las D; ; para 0 < s < ¢—1 o bien Dy ;. Estas
matrices no son conjugadas por elementos del normalizador de C'y por lo tanto los
subgrupos correspondientes no son conjugados.

En el siguiente teorema asumimos nuevamente que ¢ # 1 (méd p) al igual que
hicimos en el teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.6. Sean p, q nimeros primos tales que ¢ # 1 (méd p). La inica braza
de tipo A con |ker \| = pq es (B, +,0) donde

1 Y1 1+ x1 Y1 1+ Y1 + 22Y2
Tol+|y2]| = | 22t+y2 |, Tal oy | = To2 + Y2 (4.6)
3 Ys T3+ Y3 T3 Ys T3+ Y3
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para todos 0 < 1, Z2,41,y2 <p— 1, 0 < 3,3 < ¢ — 1.
En particular, (B, o) = Zﬁ X ZLq.

Demostracion. Sea G < Hol(A) un subgrupo regular con |me(G)| = p. De acuerdo
con las observaciones 4.2.4 y 4.2.5 y el hecho de que ¢ # 1 (méd p) podemos asu-
mir que m(G) esta generado por C, salvo conjugacion. Luego, el grupo G tiene la
siguiente presentacion estandar:

G = (v, €, 0°7°C)

para ciertos 0 < a,b < p—1y v € (0,7). La condicién (K) que definimos en
la pagina 48 implica que v € (o) y entonces G es abeliano. Por lo tanto, tanto
la estructura aditiva como la multiplicativa de la braza que se obtiene de G son
abelianas y entonces por [22, Corollary 4.3] se pueden escribir como un producto
directo de una braza de orden p? y una braza trivial de orden ¢. De acuerdo con
la clasificacién de brazas de orden p? dada en [7, Proposition 2.4], existe una tinica
braza no trivial y tenemos entonces la férmula (4.6). Por el lema 4.1.1, el grupo
(B, 0) es isomorfo a A pues su p-subgrupo de Sylow es elemental abeliano. O]

Teorema 4.2.7. Sean p,q nimeros primos tales que p =1 (méd q). Las brazas de
tipo A con |ker \| = p? son de la forma By = (A, +,0) para s € B donde

T Y1 1+ Ty Y1 r1+ 9%y
To |+ |y =22+y2], Tololy | = | x2+ (gs)m Y2 (4-7)
3 Ys T3+ Ys T3 Ys T3+ Y3

~Y

para todos 0 < x1,x9,Yy1,%2 < p—1,0 < x3,y3 < ¢ — 1. En particular (Bs,0) = G
y By es una bi-braza.

Demostracion. Los grupos
HS - <Ua T, 6D1,s> = gsa (48)

para s € B no son conjugados dos a dos pues sus imagenes por m no lo son y
|ma(Hs)| = q.

Sean K = (0,7) y p : Hol(A) — Hol(A)/K = Z, x Aut A. Asumamos que
h € (1 x Aut A) N Hy. Entonces p(h) € (1 x Aut A) N (eD; 5) = 1. En consecuencia,
he KN(1x Aut A) = 1. Por lo tanto, por el lema 4.1.3 H; es regular.

Veamos ahora que todo subgrupo regular G con |m3(G)| = ¢ es un conjugado de
alguno de los subgrupos de (4.8). El nicleo de my|g es el p-subgrupo de Sylow de
A y la imagen de m|g estd generada por un automorfismo de orden ¢. Luego, de
acuerdo con las observaciones 4.2.4 y 4.2.5 podemos suponer que el automorfismo
estd dado por D, , para algin s € 5. Por lo tanto

G = (o, 7, €Dy )

para cierto a # 0 pues G es regular. Entonces G es el conjugado de H, por el
automorfismo de Z, que transforma e en e
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Sea By la braza asociada a H. Entonces 0,7 € ker A y € € Fix(Bs), por lo que
podemos aplicar el lema 4.1.2(ii), es decir

Yo o™ tYe* = 0" T N\ ynyma (07 TYE7)

="t N (0" TYe)

= O'nTm)\lE(O'zTy)Gl+z = O'nTleLS(O'wTy)ElJ'-Z

o"t™e

para todos 0 < n,m,z,y < p—1,0 <1,z < g— 1. Entonces se sigue la férmula
(4.7) y las brazas B son bi-brazas por [1, Proposition 1.1], pues (A, +) = Z2 x Z,
y (A, 0) = Z3 xp, Zq. O

Proposicion 4.2.8. Sea g > 2. La unica braza de tipo A con | ker \| = p es (B, +, o)
donde

. - T1H Y 1 % 1+ 9"y + 91271303%3/2
Lol +ly| =22+y2 ], o lo |y | = 2o+ g2 Ty, (4.9)
T3 Y3 T3+ Y3 T3 Y3 T3 + U3

[a¥)

para todos 0 < x1,29,y1,y2 < p—1,0 < x3,y3 < g — 1. En particular, (B, o) = G,.
Demostracion. La imagen por my del grupo

H= <U, TC, E’D172—1> = g2—1 & g2
tiene orden pq. Supongamos que h = o™(7C)™(eD;9-1)! = a”+m(7;71)7mC’mEZDZI g1

aye . m(m—
pertenece al estabilizador de 1, es decir o1 2 Somel — 1 Luegon =m=10=1,

por lo cual h = 1 y entonces H es regular pues |H| = p’q.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |mo(G)| = pq. Por las observaciones
4.2.4 y 4.2.5 podemos suponer que mo(G) = (C, D, 5) para cierto valor de s o bien
m(G) = (C,Dyq). En el primer caso, el grupo G tiene la siguiente presentacion
estandar

G = (v, ue"C, we'Dy ),

donde v, u,w € (o, 7). Verificando la condicién (R) (véase p.48) para la condicién
(ue®C)’ € ker m3|g conseguimos a = 0 y por la condicién (K) (véase p.48) tenemos
que v € (o). Por lo tanto

G = (o, TC, TdebDlys),

donde a # 0 pues G es regular. Conjugando por el automorfismo a1 de Zf) podemos
suponer que a = 1. Luego

G = (0,70, 7D, ) = (0, 7C, CTD, )

y por lo tanto b # 0. Conjugando ahora por el automorfismo b~! de Z, podemos
suponer también que b = 1. Como

(eC™D; )TC(eC™D; )7t = eC’_dDLS(T)DLSCDi;C’de_l
=79°C9 (méd (o)) (4.10)
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y C™D, ,CDy.C? = 9", por la condicién (R) tenemos

s s

YT = (70 T =190 (méd (o))

y entonces 1 —s = s (mdd q), es decir s = 271, Luego G es conjugado de H por C"
donde n = 179%'

Sea B la braza asociada al subgrupo H. Entonces € € Fix(B) y 0 € ker A, y
entonces

F -1
z3 zg(wp—1) o

za(w2—1)
€0€0...0€=¢€", TOTO...0OT =0 2 T =0 2
~—_———— ~—_

o T2

T3 T2

xr3
1,2-1

la formula (4.9). Si m(G) = H podemos argumentar en forma andloga verificando
las condiciones (R) y (K). De (4.10), reemplazando D; s por Dy;, obtenemos que
g? = 1, una contradiccién. O]

En consecuencia Aye1 o205 = A1 orracers = Apag Aews = CF2D De esto se sigue

Para la siguiente proposicién, recordemos que g es un elemento fijo de orden ¢
en Z,, por lo cual para el caso ¢ = 2 podemos asumir g = —1.

Proposicién 4.2.9. Sea ¢ = 2. La nica braza de tipo 7, X Zy con |ker A| = p es
(B,+,0) donde

) Ui T+ T Ui T+ 1+ (=) 2y,
Lol + | =22+y2 |, 2ol oy | = xg + (—1)"3y, (4.11)
T3 Ys T3+ Y3 T3 Ys T3+ Y3

para todos 0 < x1,29,y1,y2 < p— 1,0 < x3,y3 < 1. En particular, (B, o) = Gy.

Demostracion. Podemos razonar de la misma forma que lo hicimos en la proposicién
4.2.8. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con my(G) = (C, Dy ). Luego, como en
la proposicién 4.2.8 tenemos

G = (o, 70, %D, ) = (o, TC, C7D; )
y entonces
(eC™Dy)TC(eC™"Dy )~ = €C™Dy (1) Dy ,CDLLC% " = 7T CEDTT (méd (o).
Por la condicién (R), tenemos que
D CENT = ()T = 2 EDT DT (méd (o).

Entonces (—1)7% = (—1)* y se sigue que —1 = 1, por lo cual p = 2, una contra-
diccién. En consecuencia, mo(G) = H necesariamente. Usando las condiciones (R) y
(K) tenemos que G es conjugado del siguiente grupo

K = (o, 7C, €Dy ).

Con la misma idea de la proposicion 4.2.8 podemos ver que la braza asociada a G
estd dada por (4.11). O



56 CAPITULO 4. BRAZAS TORCIDAS DE ORDEN p%q - CASO ABELIANO

Resumimos en la siguiente tabla los resultados obtenidos en esta subseccion.

[ ker \| | Z2 X Zy | Go | Gk, k€ B\ {2}
p - 1 -
Pq 1 - -
p2 _ 1 1
p2q 1 _ -

Tabla 4.4: Enumeracién de las brazas de tipo Zf) X Zq con p=1 (méd q).
Para el caso ¢ = 2, Gy = Gy y la tltima columna se corresponde con Gj.
Notar que en el caso ¢ = 3 tenemos que 2 = —1 (mdéd 3).

4.3. Brazas de orden p?q con p = —1 (mdd q)

En esta seccién supondremos que p y ¢ son niimeros primos impares tales que
p=—1 (mdd q) y que ademds H = 2% + £z + 1 es un polinomio irreducible sobre
Z,, tal que su matriz companera
0 —1
=l

tiene orden ¢. Por [14, Proposition 21.17] existe un tinico grupo no abeliano de orden
p?q. Una presentacién de este grupo aparece en [17):
Gr=(o,Te|lo?P =P =¢e"=1, ec0¢ ' =7, ere ' =0 1778) = Zi Xp Ly

En la siguiente tabla resumimos la enumeracién de brazas de orden p?q segtin la
clase de isomorfismo de sus grupos aditivos y multiplicativos con p = —1 (méd q):

+\o | Zpy | Z2xZy | GF

L, 2 - -
L2 xLq | - 2 1

Tabla 4.5: Enumeracién de brazas de orden p*q con p = —1 (méd q).

4.3.1. Brazas de tipo ciclico

A continuacién, consideremos al grupo ciclico Z,2,. En este caso, el orden de
75(G) para un subgrupo regular G de Hol(Z,2,) divide a p. Como en este caso ¢ # 1
(méd p) podemos aplicar el teorema 4.2.2 y por lo tanto la siguiente tabla resume
la enumeracion de las brazas de tipo ciclico.

[ ker A| | Zye
Pq 1
Pq 1

q

Tabla 4.6: Cantidad de brazas de tipo Z,2, de orden p?q con p = —1 (mdd q).
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4.3.2. Brazas de tipo Z]% X 2Ly

Sean A = Z2 x Z, y G un subgrupo regular de Hol(A). Luego, el orden de 73(G)
divide a p?q y a | Aut A|. Es decir, divide a pg pues p = —1 (méd q).

Proposicién 4.3.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces |ma(G)| # pq.

Demostracion. Sea GG un tal grupo, entonces ker my es un subgrupo normal de orden
p de G. Por lo tanto G no es isomorfo a G pues este grupo no tiene subgrupos
normales de orden p. Por otro lado, G no es abeliano pues Aut A no tiene subgrupos
abelianos de orden pgq. O

Lema 4.3.2. Eziste una tnica braza de tipo A con |ker \| = p? que estd dada por
(B, +,0) donde

T Y1 1+ X1 Y1 1 Ty Y1
To |+ Y2 = T2t+W2 ], Tyl oy | = \22 Yo ) |(4.12)
x3 Y3 T3+ Y3 T3 Y3 T3+ Y3

[

para todos 0 < xq,x9,91,y2 < p—1,0 < w3,y3 < ¢ — 1. En particular, (B,0) = Gp
y B es una bi-braza.

Demostracion. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |m3(G)| = ¢g. Cualquier
automorfismo de orden ¢ de A actia trivialmente sobre los g-subgrupos de Sylow
de A. Salvo conjugacién, podemos suponer que mo(G) estd generado por F'. Por lo
tanto,

G= (o, 1, c"T"e"F) = (o, T, F)

donde a # 0 pues G es regular. Conjugando G por el automorfismo que transforma
€” en € y que fija 0 y 7 podemos asumir que a = 1. Se verifica facilmente que este
grupo es regular. Si B denota a la braza asociada a G, tenemos que 0,7 € ker A y
¢ € Fix(B) y entonces B = ker A 4+ Fix(B). Luego, se sigue la férmula (4.12) por el
lema 4.1.2. Por el corolario 3.1.2, tenemos que (4.12) define una bi-braza. O]

De acuerdo con el teorema 4.2.6 existe una tinica braza no trivial de orden p?q
con | ker A\| = pq. En consecuencia, tenemos la siguiente enumeracion:

| ker Al ‘ ZZ X Ly ‘ Gr

p? - 1
Pq 1 -
p*q 1 -

Tabla 4.7: Enumeracion de brazas de tipo Zz X Zg para p = —1 (méd q).
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4.4. Brazas de orden p?q con ¢ =1 (mdd p)
y ¢ # 1 (méd p?)

En esta seccién supondremos que ¢ = 1 (méd p) pero ¢ # 1 (méd p?). Ademés
tomaremos p > 2 y dejaremos el caso de p = 2 para la seccion 4.6. Si notamos
por 7 a un elemento fijo de orden p en Zy, entonces los grupos no abelianos en las
condiciones de esta seccién son los siguientes, [14, Proposition 21.17]:

(1> Zp X <Zq Ay Zp) = <O-7T7€’O-p =71l =€l = 17 [677—] = [7-70'] = 1; 0'60'_1 = €T>;
(11) Zq Ay Zp2 = <0’7— | O.p2 =79 = 1’ 07—071 — 7_r>.

Resumimos en la siguiente tabla la enumeracién de brazas de acuerdo con la
clase de isomorfismo de sus estructuras multiplicativas y aditivas.

H\o | Zyzy | Ly %y L | Z2 X Ly | Ly X (Zg %y L)

Zzpaq 2 p - -
Ly X Zyq - 2 4

Tabla 4.8: Enumeracién de brazas de orden p?q
con ¢ =1 (méd p) y ¢ # 1 (méd p?).

4.4.1. Brazas de tipo ciclico

Denotemos por A al grupo ciclico Z,z,. Si G es un subgrupo regular de Hol(A)
entonces |12 (G)| € {1,p,p*}.

El grupo Aut A tiene un tnico p-subgrupo de Sylow que esta generado por los
automorfismos ¢,111 y @1, v resulta ser elemental abeliano. Por lo tanto, los sub-
grupos de orden p de Aut A son

(epr1) vy (Pjprir) (4.13)
donde 0 < j <p-—1.
Proposicion 4.4.1. Sea G un subgrupo reqular de Hol(A). Entonces |m2(G)| # p*.

Demostracion. La imagen por mo de G es el tinico p-subgrupo de Sylow (@,41.1, ©1.)
de Aut A. El tnico subgrupo de A de orden ¢ es (1), por lo cual G tiene la siguiente
presentacion estandar:
G = (T, 0%pi11, T'P1r)-
El grupo m2(G) es elemental abeliano y por la condicién (R) podemos ver que a =
b=0 (mdd p).
Por regularidad, a,b # 0 (méd p?). Sean a = pa’ y b = pb/ para ciertos elementos

]

1<d,b <p—1. Luego (0%p41.1) H(0%01,)V = @, !4 1), € Gy entonces G no es

regular, una contradiccion.

]
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Proposicién 4.4.2. Las brazas de tipo ciclico de orden p*q con |ker \| = pq son
B(j,k) = (Aa =+, O) para (]7 k) S {(170)} U {(j7 1) 00 Sj < p— ]'} donde

() (=G ()= ()

para todos 0 < n,s <p?> —1y0<m,t <q—1. En particular,

Ly, si (7,k) = (1,0),
Lig Ay L2, €en caso contrario.

(Bik), 0) =

Demostracion. Los grupos
(P ) — (5P ~
H= (0", 7, 0ppt11) =Ly, Gj= (0P, T, 0Qjpi1,) = Ly X, L2,

para 0 < j < p — 1 son subgrupos regulares y no son conjugados entre si pues sus
imagenes por 7y no lo son.

Sea G un subgrupo regular con |m(G)| = p, entonces m3(G) es uno de los grupos
de (4.13). Si mo(G) = (pp+1,1) entonces podemos repetir el argumento del teorema
4.2.2 y conseguimos la braza asociada B .

Supongamos que m(G) = (pjp+1,) para cierto 0 < j < p—1. Luego, el nicleo de
7o es el tnico subgrupo de orden pq, digamos (o, 7) y entonces G tiene la siguiente
presentacion estandar:

G = <Up7 Ty Ja@jp+1,7">a

donde 1 < a < p—1 pues G es regular. Entonces, G es conjugado a G; por @,-1 1.
Sea B, la braza asociada a G.

» n(n=1)p , n-vp
Luego, como (1,07) < kermyygooo...oo0=0 2 =0 2 o0"setiene
—_— —

n
que
n n
Agnrm = Apmogn = Agn = A Pip+1,r

o=

de lo cual se deduce la férmula del enunciado. O

Resumiendo, los resultados de esta subseccion aparecen en la siguiente tabla:

ker A | Zyeg | Zg %y L
Pq 1 P
plq | 1 -

Tabla 4.9: Enumeracién de las brazas de tipo ciclico de orden p?q
con ¢g =1 (méd p) y ¢ # 1 (méd p?).

4.4.2. Brazas de tipo Z; x Z,

En esta seccién denotaremos por A al grupo Z?) X Zq y por C ala matriz definida
en la observacion 4.2.5.
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Proposicién 4.4.3. Las brazas de tipo A con |ker \| = pq son (B, ,+,0) para
0<i,j<1y(i,j)#(0,0), donde

n S n+s n S n+s+jmt
ml+lt]l=|m+t], mlol|t] = m+t ,
l u [ +u l u [+ rimy,

para todos 0 <n,m,s,t<p—1y0<1l,u<qg—1. En particular,

(B o) = 72 X L, si (i, 5) = (0, 1),

i,j:°) = .

7 Ly X (Lg Xy Ly),  en caso contrario.
Demostracion. Sea G < Hol(A) un subgrupo regular con |m(G)| = p. Luego, salvo
conjugacion, la imagen mo(G) estd generada por r'CY, para ciertos 7,5 € {0,1} con
(1,7) # (0,0). El nicleo de my|¢ tiene orden pg, por lo cual ker m| = (€, v) para
algin v € (o, 7). En consecuencia, tenemos la siguiente presentacion estandar:

Gij = (v, € ur'C),

para algin u € (o, 7). Si (4,7) = (0, 1) podemos argumentar como en la demostracién
del teorema 4.2.6 y conseguimos la férmula correspondiente.

Si (4,7) = (1,0) entonces, salvo conjugacién por un elemento de G Ly (p), podemos
suponer que v =0y u = T.

Si consideramos el caso (i,7) = (1,1), por la condicién (K) tenemos v € (o) y
entonces

Gi1 = (o, ¢ TrC),

con a # 0. Podemos suponer que a = 1 conjugando por a~'I si fuera necesario.
Sea B;; la braza asociada a G;;. En los dos tltimos casos, se cumple que
Agnpmd = Apm = A pues o,e € kerma y A\ (7) = 7 (méd (0)). Y esto concluye
la prueba.
m

Proposicién 4.4.4. Sea w un no-residuo cuadratico fijo modulo p. Las brazas de
tipo A con |ker \| = q son (Bs, +,0) para s € {1,w}, donde

1

n T n+x n T n+xr+yms-
ml+\yl=|m+tyl|l, [m|o|ly]|= m+y ,
l z [+ z ) z R v

para todos 0 <nym,x,y<p—1y0<l,z<qg—1.
En particular, (Bs,0) = Zy, X (Zq X, Zy).

Demostracion. Los grupos

Gs = (e, 7°C, or) 2 L, X (L4 ¥, L)
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con s € {1,w} son subgrupos regulares de Hol(A) con |my(Gs)| = p* y no son
conjugados entre si. En efecto, si fueran conjugados por un cierto h, entonces h seria
un elemento de Nay 4(C), el normalizador de C' en Aut A, digamos que

_ 1T Y| . a
h—{o Z}r.

Luego, tenemos que hrCh™' = o¥7°C* y horh™' = o®r pertenece a G,,. Entonces
x =1y por lo tanto o0 = (TWC)%. Comparando las potencias de 7 a ambos
lados, tenemos w = 22, una contradiccién.

Sea G < Hol(A) un subgrupo regular tal que |m»(G)| = p*. Entonces, salvo
conjugacion, tenemos mo(G) = (C, 7). Por lo tanto, G tiene la siguiente presentacién
estandar:

G = (¢, uC, wr),

para ciertos u, v € (o, 7). Por la condicién (R), los dos tltimos generadores conmutan
moédulo (€) y esto implica que v € (o). Entonces G es de la forma

G, = (e, uC, a™r)

donde m # 0. Podemos asumir que m = 1 conjugando por m =!I si fuera necesario.
Supongamos que u = ¢°. Como G, es regular, s # 0 y entonces tenemos que

(0°C)~* 'or = C~* 'r € G. Por el lema 4.1.3, G,, no serfa regular, una contraccion.
Si u = o1t para algin t # 0, conjugando por C~¢ podemos asumir que u = 7.

Sit = 2? para algin z entonces G_.2 es conjugado de Gy por h que estd dado por

. [1 271(1 — zl)] _

0 21

En caso contrario, podemos escribir ¢t = wz? para cierto z donde w es un no-residuo
cuadratico médulo p. En consecuencia, hG h~! = G,, para el mismo h de arriba.
Sea Bj la braza asociada a G,. Entonces A, |(5.r) :id]<077> y por lo tanto Ayn = A2
de acuerdo con el lema 4.1.2. Mas ain, tenemos que
s s m(m—1) ms m(m—1)
T°O0++-0T =0 2 T = 0 2 oT
—_——

m

ms

(4.14)

m mg m(m—s)\ ' s s
ST " =T =[O0 25 oT°0++-0T
—_——

para todo m € N. Luego, utilizando (4.14) y el hecho de que \,(7) = 7 se sigue que

n
Aelo-n,rm - Aeloo-nOTm - AO_ATWL

n _m(m=s) m m(m—s) m

=7rr 2s C?:T‘ni 2s Cs.

Finalmente, se deduce la férmula para la operacion o. O
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Resumimos el contenido de esta subseccién en la siguiente tabla:

[ ker A| | Z2 X Zqg | Zpy X (Zg X, L)

q - 2
Pq 1 2
p°q 1 -

Tabla 4.10: Enumeracién de las brazas de tipo ZIQ) X Z, de orden p*q
parag=1 (méd p) y ¢ # 1 (méd p?).

4.5. Brazas de orden p’q con g =1 (mod p2)

En esta seccién asumimos que ¢ = 1 (méd p?) donde p es un primo impar.
Fijamos un elemento h de orden p? en Z; . Bajo estas condiciones debemos considerar
los siguientes grupos de orden p?q, [14, Proposition 21.17]:

() Zp X (Zy Xpp Zy) = (o, T,€|oP =P =€l =1, [e,7] = [1,0] =1, e0™! = ey,

(il) Zg X Zp = (o, 7|70 = 0" =1, 076~ = 7")

Y
(111) Zq Nh Zpg = <O"7"7-q — Up2 — 1’ 0—7-0.—1 — Th>.

La siguiente tabla resume la cantidad total de brazas segin las clases de isomor-
fismo de sus grupos aditivos y multiplicativos bajo las condiciones de esta seccién.

H\o | Ly | Ly Xpw Lop | Lo Xy L | 72 X Ly | Ly X (Zg X4 L)
72 %X Ly 2 4

Tabla 4.11: Enumeracién de brazas de orden p?q con ¢ = 1 (méd p?).

4.5.1. Brazas de tipo ciclico

En esta seccién consideraremos el grupo ciclico Z,z, de orden p*q. El orden de
la imagen por 72 de un subgrupo regular de Aut Z,2, divide a p*.

Lema 4.5.1. Los subgrupos de orden p* AutZ,z, son

H; = (%’pﬂ,h) y T = (ppr11, PLhr)
para 0 < 53 <p—1.

Demostracion. Todo subgrupo de orden p® en Aut Z,z, estd incluido en el subgrupo
de los elementos de orden a lo sumo p? de Aut A, que estd generado por ¢,i11 ¥
©1,, v es isomorfo a Z, x Z,2. Por [66, Theorem 3.3], el grupo Z, x Z,> tiene p + 1
subgrupos de orden p?. Los subgrupos {¢p111, ©10) Y (@jpi1n) con 0 < j<p—1
son en total p + 1 subgrupos distintos de orden p?. O
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Para la siguiente proposicion necesitaremos de un lema.

Lema 4.5.2. La funcion
fi iy — L2, M ————=jp+m

es biyectiva para cualquier 0 < j <p—1.

Demostracion. Claramente f;(m) = m (méd p) y se puede probar por induccién
que fj(m + kp) = f;(m) + kp. Como todo elemento de Z,2 es de la forma m + kp
para m, k adecuados entonces f; es sobreyectiva. O

Proposicién 4.5.3. Las brazas de tipo ciclico con |ker \| = q son (Bj,+,0) con
0<j<p-—1 donde

5 I e O R G R G S |

para todos 0 <n,x <p—1y0<m,y <q—1. En particular, (B},0) = Z; X, L.
Demostracion. Los grupos
Gj = (T, 00jpr1,h) = Lg Xp Ly,

con 0 < 7 < p—1 son regulares y no son conjugados entre si pues sus imagenes por
9 no son conjugadas entre si. Por el lema 4.5.1, tenemos los siguientes casos:

(i) mo(G) = T de forma andloga a la proposicién 4.4.1, podemos mostrar que no
hay subgrupos regulares que cumplan con esta condicion.

(i) mo(G) = H;j: en este caso, una presentacion estandar de G es

G = <7-7 UaTbSOJ'P+1,h> = <7-7 Uagojp+1,h>7
donde a # 0 pues G es regular. Entonces G es conjugado de Gj por ¢,-1 ;.
Sea (Bj,+,0) la braza asociada a G, entonces

go...og =gl
n

£ )

con f; como en el lema 4.5.2. Luego Aynrm = Apmogn = Ao y se sigue la férmula.

]

Para el caso |m2(G)| = p, los subgrupos de orden p de Aut A son los mismos de la
subsecciéon 4.4.1 por lo cual podemos argumentar igual que en la proposicién 4.4.2
y conseguimos p + 1 brazas de tipo A con | ker A| = pq.

Resumimos el contenido de esta subseccién en la siguiente tabla:
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\ker Al | Zyzg | Zg X0 L2 | Zy X L2
q - p -
Pq 1 - p
p°q 1 - -

Tabla 4.12: Enumeracién de brazas de tipo ciclico de orden p?q
con ¢ =1 (méd p?).

4.5.2. Brazas de tipo Z]% X Ly

En esta seccién denotaremos por A al grupo Z% X Zq. El orden del nicleo de A de
brazas no triviales de tipo A es o bien ¢ o bien pq. Las clases de conjugacién de los
subgrupos de orden p de Aut A son los mismos del caso ¢ = 1 (méd p) y entonces,
si | ker A| = pg estamos en la misma situacién de la proposicién 4.4.3.

Salvo conjugacion, los subgrupos de orden p? de Aut A son (C, h?) y (C'h) donde
[ =0,1y C como en la observacién 4.2.5. Si G es un subgrupo regular de Hol(A)
con my(G) = (C'h) entonces

G = (e, vC'h)

para cierto v = o%7°. Entonces
(vC'h)P = vC (v)CH(v) - - - CP~ VY )CPIRP = WP € G.

Luego, por el lema 4.1.3 G no es regular. Por otro lado, si mo(G) = (C, h?), podemos
argumentar como en la proposicion 4.4.4 y por lo tanto tenemos una descripcion
completa de las brazas de tipo A con |ker A\| = g.

En consecuencia, la enumeracién de brazas de tipo A de orden p?q para el caso
g =1 (méd p?) es la de la tabla 4.10.

4.6. Brazas de orden 4g con
g=1 (méd 2) y ¢ # 1 (mdd 4)

Consideramos aqui el caso de los nimeros primos ¢ > 3.

Los resultados de esta seccion y de la secciéon 4.7 estan contenidos en el trabajo
de Dietzel (véase [29, Theorem 5]). Asumiremos que ¢ = 1 (mdd 2) (por ser un
nimero primo impar) pero ¢ # 1 (mdéd 4). De acuerdo con [46, Proposition 2.1], los
grupos no abelianos de orden 4¢g con ¢ > 3 son:

(i) Zg X (Zy X1 Zs), el grupo diedral de orden 4¢; y
(il) Zg¥_1Zy= (0,70 =79 =1, or0~ L =771).

Para g = 3, los grupos no abelianos de orden 12 son Zg X (Zs X _1Zs), Zs X174y
Ay, el grupo alternado en 4 letras. Las brazas torcidas correspondientes se encuentran
explicitamente en el paquete YangBazter de GAP, [69], por lo cual hemos decidido
dejar de lado este caso especial.
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La enumeracién de brazas de esta seccién se encuentra resumida en la siguiente
tabla.

Zag 1 1 2 1

—|—\O ‘ Z4q ‘ Z% X Zq ‘ ZQ X (Zq X_1 ZQ) ‘ Zq N _1 Z4
ZIxZ,| 1 | 1 1 1

Tabla 4.13: Enumeracién de brazas de orden 4q
cong=1 (mdd 2) y ¢ #1 (méd 4).

4.6.1. Brazas de tipo ciclico

Denotemos por A al grupo ciclico de orden 4¢g. Como Aut A tiene orden 2(q — 1),
si G es un subgrupo regular de Hol(A) entonces |mo(G)| divide a 4. Su grupo de
automorfismos contiene un unico subgrupo de orden 4 que esta generado por ¢_; ;
y ¢1,-1 ¥ es isomorfo a Zy X Zy. Luego, tiene tres subgrupos no conjugados entre si
de orden 2, generados por ¢(_yyi —1); con (i,7) € {(1,0),(1,1),(0,1)}.

Proposicién 4.6.1. Las brazas de orden 4q con |ker \| = 2q son (B;;,+,0) para
(¢,7) € {(1,0),(1,1),(0,1)} donde

n x n+x n T n+ (=1
+ = ) © = im
m y m+y m y m+ (—1)"y
para todos 0 < n,x < qg—119y0<m,y <3. En particular,

Zq XN _1 Z47 st <Z7j) = <07 1)7
(Bij,0) = § Ly X (Lyg X1 Ls),  si(i,5) = (1,1),
Z’% X an §i (Zaj) = (170)

Demostracion. Los grupos

Z'q X _q Z47 sl (17]) = (07 1)7
Gij = (1, 0% 001y (1)) 2R Ly x (Zy ¥ 1 L), si (i,5) = (1,1),
72 % Z,, sili,j)=(1,0)

para (i,7) € I = {(1,0),(1,1),(0,1)} son regulares y no son conjugados entre si
puesto que no son isomorfos entre si.

Como mencionamos anteriormente, si G es un subgrupo regular entonces tenemos
que m3(G) = (@(1yi (—1ys) paracierto (4, j) € I. Supongamos que () estd generado
por ¢1,_1, luego G tiene la presentacién estandar:

G = (1, 0% o%p1_1).

Dado que G es regular tenemos que a # 0 por lo cual podemos asumir que a = 1
y entonces G = Go1. Como 7 € kermy v 1 _1(0) = o, la braza By, asociada a
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G, se puede escribir como ker A + Fix(By ). Gracias al lema 4.1.2, tenemos que
Arngm = Arnogm = Aym = AI'. De lo cual se sigue la férmula para By .

Los otros dos casos son completamente andlogos por lo cual omitimos los calculos.

O

Lema 4.6.2. La tnica braza de tipo ciclico con |ker \| = q es (B, +,0) con

()G -G () () -Cabtom ™)

para todos 0 < n,x < ¢—1y0 <m,y < 3. En particular, (B, 0) = Zy X (LyX_1Zs).

Demostracion. El grupo
H = (r, 02901,71, 0p_11) =Ly X (Ly X_1 Ls)

es regular. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |me(G)| = 4. Veamos que
necesarimente es un conjugado de H. Como el tinico subgrupo de orden ¢ de A estéd
generado por 7 tenemos que G tiene la siguiente presentacion estandar

G = <7'7 Ua@l,fh Ub(P—1,1>

para ciertos 1 < a,b < 3. Por las condiciones (K) tenemos que a = 2. Si b = 2
entonces a2g017_10290_171 = ¢1-19-11 € G y entonces G no es regular. Luego, salvo
conjugacién por ¢_;; podemos suponer que b = 1 y entonces G es un conjugado
de H. Las férmulas del enunciado definen una braza con las propiedades deseadas
y por lo tanto es isomorfa a la braza asociada al tnico subgrupo regular G con

[ma(G)| = 4. ]

Tenemos la siguiente tabla resumiendo las brazas de tipo ciclico:

ker A ‘ Z4q ‘ Z% X Zq ‘ Z2 X (Zq N _1 Zg) ‘ Zq N _q Z4

q | - 1 -
2¢ | - 1 1 1
ig | 1 - - -

Tabla 4.14: Enumeracién de brazas de tipo ciclico de orden 4q
cong=1 (mdd 2) y ¢ #1 (méd 4).

4.6.2. Brazas de tipo Z3 x Z,

En esta subseccién, A denotard al grupo abeliano Z3 x Z,. Salvo conjugacién,
Aut A tiene un tnico subgrupo de orden 4 que resulta isomorfo a Zs X Zsy y estéa

generado por
11
“=o 1)

y n = —1. Luego, tenemos tres posibles subgrupos de orden 2 salvo conjugacion.
Podemos decir que son los subgrupos generados por C'n’ para algin par de
indices (Z7]> < {(17 0)7 (17 ]-)7 (O’ 1)
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Lema 4.6.3. Si G es un subgrupo regular de Hol(A) entonces |m2(G)| # 4.

Demostracion. Por la discusion previa y el hecho de que A tiene un tinico subgrupo
de orden ¢, digamos (€), entonces G tiene la siguiente presentacién estandar:

G — <€’ 0-047_176\17 UCTdn>

para ciertos 0 < a, b, c,d < 1. Por las condiciones (K) (¢%7°C)?, [027°C, 0¢7] € (€)
entonces tenemos que b = d = 0 y por lo tanto a,c # 0. Finalmente, tenemos que
(0C)~aon = C~an € G por lo cual G no es regular. O

Proposicién 4.6.4. Las brazas de orden 4q con |ker \| = 2q son (B;;,+,0) para
(,5) € {(1,0),(0,1),(1,1)}, donde

n T n+ax n T n+ (=1)ix
ml|+ly]l=|m+ty], mloly]|l =|m+y+jlz
l z [+ l z [+ 2z

para todos 0 < n,x <q—1y0<m,l,y,z < 1. En particular,

ZQ X (Zq X1 Z?)? st (Zaj) = (170)a
(Bi,jao) = Zq N_1 Z4> st (Zvj) = (17 1)7
Z4q7 51 (Zaj) = (07 1)

Demostracion. Los grupos

ZQ X (Zq X_q Zg), si (Z,]) = (1,0),
Gij= (0, & T'C?) = QZy x4 Ly, si(i,f) = (1,1),
Z4q7 Si (17]) = (07 1)

para (i,7) € {(1,0),(0,1),(1,1)} son regulares y no son conjugados entre si puesto
que ni siquiera son isomorfos.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |m(G)| = 2 y el nicleo de orden 2q.
En este caso, tendré la forma (e, v) para cierto v € (o, 7).

Supongamos que m(G) = (n). Como todo elemento de GLy(2) centraliza a 7
podemos asumir v = o salvo conjugaciéon. Luego G es un conjugado de G . Sea
By la braza asociada a G . Como (0,€) C ker A y (1) C Fix(B; ), tenemos que
By = ker A + Fix(B o). Luego, la férmula se sigue del lema 4.1.2.

Para el caso my(G) = (C), conjugando por elementos de Ngp, ) (C) podemos
suponer que v = o, 7. La primera opcién nos lleva a Gy; y la segunda nos da la
presentacion estandar

G = (1, € oC).

La condicién (K) nos lleva a una contradiccién.
Si m(G) = (C,n) podemos argumentar igual y llegamos a las férmulas por el
mismo argumento del primer caso. O]
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La siguiente tabla resume los resultados de esta subseccién.
ker A | Zuyg | Z3 X Ly | Ly X (Zg 311 ZLg) | Zg x1_1 Ty
2q 1 - 1 1
4q 1

Tabla 4.15: Enumeracién de las brazas de orden 4q de tipo Z2 x Z,.

4.7. Brazas de orden 4¢ con ¢ =1 (mdd 4)

En esta seccién consideramos las brazas de orden 4¢q con ¢ = 1 (mdd 4). Los
grupos no abelianos de orden 4¢ son los mismos de la seccién 4.6 pero se agrega uno
extra:

Zyxely= (o, 7|0t =71=1, or0 ' =1°)

donde ¢ es un elemento de orden 4 en Z, [46, Proposition 2.1].
La siguiente tabla resume las brazas que obtendremos en esta seccion.

A\o | Zug | Z3 X Ly | Dy X (Lg X1 Lg) | Lg X1 Ly | Ly X¢ Ly
Zy, | 1 1 2 1 1
Z2x 7, | 1 1 1 1 1

Tabla 4.16: Enumeracién de brazas de orden 4¢q con ¢ =1 (méd 4).

4.7.1. Brazas de tipo ciclico

En esta subseccién denotaremos por A al grupo ciclico de orden 4q. El grupo de
automorfismos de A tiene orden 2(q — 1), por lo tanto el orden de la imagen por my
de cualquier subgrupo regular divide a 4. El grupo Z; contiene un elemento ¢ de
orden 4 pues ¢ =1 (méd 4) y claramente £ = —1.

El subgrupo de Aut A = Zy x Z; que contiene a los elementos de orden a lo
sumo 4 estd generado por ¢_;11 ¥y @1 y resulta isomorfo a Zy x Z4. El subgrupo
de los elementos de orden 2 de Aut A estd generado por ¢_11 y ¢1._1, por lo cual
es el mismo que consideramos en la subseccion 4.6.1, y entonces las brazas con
| ker \| = 2¢ son como en el lema 4.6.1.

Por otro lado, tenemos tres subgrupos de Aut A de orden 4: (@11, 9-11), (V1)

Yy (@—1,5)-

Lema 4.7.1. Las brazas de orden 4q con |ker \| = q son (B;,+,0) para i = 1,2
donde

pe () (-0 ()0 ()
e ()0 -6) ()-0)-0as))
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para todos 0 < n,z < q—1y0<m,y <3. En particular (Bs,+,0) es una bi-braza
y tenemos

(B1,0) 2 Zy x (Zq Xy Zo) Y (B,0) = Lig X¢ Ly.
Demostracion. Los grupos
G = (T, 02@1,717 op_11) = Ly X (Lg X1 L) Yy Gy = (T, 0901,§> & g Xe Ly

son regulares y no son sonjugados entre si dado que no son isomorfos. Sea G un
subgrupo regular de Hol(A) con |m(G)| = 4. El grupo A tiene un tdnico subgrupo
de orden ¢ que esta generado por 7. Tenemos tres casos.

Si m(G) = (p1,-1, P-11), entonces aplicamos el lema 4.6.2 y conseguimos la
braza By. Si mo(G) = (p1¢) entonces una presentacién estdndar para G es G, la
braza asociada es By y ademaés By es una bi-braza gracias a la proposicién 3.1.1. Si
m(G) = (p_1¢) entonces una presentacion estandar para G es

G = (1, 0p_1¢).
Como (0p_1)* = ¢? | = @11 € G, entonces G no es regular por el lema 4.1.3. [

La siguiente tabla resume las brazas obtenidas en esta subseccién.

ker A ‘ Z4q ‘ Zg X Zq ‘ Zg X (Zq X_q ZQ) ‘ Zq X_1 Z4 ‘ Zq N§Z4

q - 1 - 1
2q - 1 1 1 -
4q 1 - - - -

Tabla 4.17: Enumeracién de brazas de tipo ciclico
de orden 4¢ con ¢ =1 (méd 4).

4.7.2. Brazas de tipo Z} x Z,

En estas secciéon A denotard al grupo Z3 x Z,. Como en la subseccién 4.6.2
consideramos el subgrupo de Aut A = G'L,(2) X Z; que contiene a los elementos de
orden a lo sumo 4, que esta generado por C'y &. Este subgrupo es isomorfo a Zy x Zy
y tiene tres subgrupos de orden 4.

Si G es un subgrupo regular con |m(G)| = 2 entonces se puede aplicar el lema
4.6.4.

Lema 4.7.2. La tunica braza de orden 4q con |ker \| = q es (B, +,0) donde

n x n+x n T n+ &Mty
ml|l+lyl=|m+y], mlolyl=|m+y+lz
l z [+ = l z [+ =z

para todos 0 <n,x <q—1y0<m,l,y,z <1. En particular, (B, o) = Z, X¢ L.
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Demostracion. Si G es un subgrupo regular de Hol(A) con |mo(G)| = 4 entonces
el nicleo estd generado por e. Si m(G) = (C,&?), entonces aplicamos el mismo
argumento del lema 4.6.3 para llegar a una contradiccién. Si m(G) = (£) entonces
G tiene la siguiente presentacién estandar

G = (e, 0°7%).
Entonces (097%€)? = €2 € G y por lo tanto G no es regular. Si mo(G) = (CE) entonces
una presentacion estandar de G es
G = (e, 0"7°CE) 2 Ly ¥¢ Ly.

Si b = 0 entonces (02C¢)? = £ € G y luego G no es regular. Entonces b = 1 y salvo
conjugacion por C' podemos suponer que a = 0. El grupo G es regular. Por lo tanto,
en la braza asociada B tenemos 7 o7 = 7C(7) = ¢ y entonces A\, = A2 = 2. Luego

Aengmet = Aenogmort = AT AL
pues [ = 0,1 y se sigue la férmula. O

La siguiente tabla resume las brazas obtenidas en esta subseccién.

ker A ‘ Z4q ‘ Z% X Zq ‘ Z2 X (Zq X _q ZQ) ‘ Zq X _q Z4 ‘ Zq Ne Z4
q - - - - 1
2q 1 - 1 1 -
4q - 1 - - -

Tabla 4.18: Enumeracién de brazas de tipo Z3 x Z,
de orden 4q con ¢ =1 (médd 4).

4.8. Brazas de orden p?q con p, ¢ aritméticamente
independientes

Sean p,q dos nimeros primos. Si no se cumple ninguna de las siguientes con-
gruencias:

p=1 (médgq), p=-1 (médgq), ¢g=1 (méd p),

decimos que p y q son aritméticamente independientes. En tal caso, los inicos grupos
de orden p?q son los abelianos: Z,2, y ZZ X Zg4, [14, Proposition 21.17]. En ambos
casos, el orden del nticleo de A de cualquier braza no trivial es pg. Aplicando los
teoremas 4.2.2 y 4.2.6 tenemos la siguiente tabla:

—|—\O ‘ Zqu ‘ ZIQ) X Zq
Zpg | 2 -
2

L3 x Zq

Tabla 4.19: Enumeracién de brazas de orden p?q
con p y q aritméticamente independientes.



Capitulo 5

Brazas torcidas de orden p2q
Caso no abeliano

Como resumen de este capitulo enumeramos la cantidad de brazas torcidas de
acuerdo con su estructura de grupo aditivo. En la tabla incluimos la referencia a la
seccion correspondiente en la que se trata cada familia de brazas torcidas.

La clasificacién de los grupos de orden p?q se puede encontrar en [14] y sus grupos
de automorfismos en [17].

Grupos Secciones
p=1 (mdd q) L Xy Ly 5.1.1
Gk 5.1.2,5.1.3, 5.1.4, 5.1.5

p=—1 (mdd q) Gr 5.2
g=1 (méd p), Ly Ay Ly 5.3.1
q#1 (méd p?) | Z, X (Zy %, Zy) 5.3.2
qg=1 (méd p?) Lig X Ly 5.4.1
Ly X (Lg Ao L) 5.4.2

Lig Xy, Ly 5.4.3

En cada seccion recopilaremos la cantidad de brazas torcidas dando mas detalles
de cada una.

Las brazas torcidas de tipo no abeliano de orden 2p? fueron enumeradas por
Crespo por lo cual no incluimos las tablas correspondientes a este caso y referimos
al lector a [27, Section 5]. Si ¢ = 1 (méd p) y ¢ # 1 (mdd p?) hay 2 grupos no
abelianos siempre y cuando p?q # 12. Si p?q = 12 hay 3 grupos. Como mencio-
namos anteriormente, las brazas torcidas de orden 12 estéan incluidas en la libreria
YangBazxter de GAP, [69], por lo que omitiremos este caso especial.

En [41, Table 5.3] se puede encontrar la cantidad de brazas torcidas de orden
n < 120 con algunas excepciones. Gracias a una mejora en el algoritmo para calcular
brazas torcidas, en [13] se pueden consultar varias tablas que recolectan la cantidad
de brazas torcidas de orden n < 868 con algunas excepciones. De todas formas,

71
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ninguna de esas excepciones es de la forma p?q para primos distintos p, ¢. Toda esta
informacion se encuentra disponible en [69] y fue de gran valor a la hora de enumerar
las brazas torcidas que nos atanen en este y el anterior capitulo. Todos los resultados
aqui presentados coinciden con las tablas anteriormente mencionadas.

5.1. Brazas torcidas de orden p*q con p =1 (mdéd q)

Sean p,q ntimeros primos impares tales que p = 1 (méd ¢). Recordemos que
estamos omitiendo el caso ¢ = 2 pues ya fue cubierto por Crespo en [27]. Como
fijamos anteriormente, denotamos por g a un elemento fijo de orden ¢ en Z; y por
t a un elemento fijo de orden ¢ en Z;Z. Los grupos no abelianos de orden p?q son:

(i) Zp % Zy = (0,7 | 07 =79=1, To7~ " = o).

1

(i) Gp = (0,7, e|o? =77 = €1 =1, coe ! = 09, ere P = 79") = L2 %p, , Lq, para

cada k € 8.

Las tablas 5.1 y 5.2 resumen la enumeracion de brazas torcidas de acuerdo a la
clase de isomorfismo de las estructuras aditiva y multiplicativa teniendo en cuenta
que los grupos G y G,-1 son isomorofos si k # 0.

En particular, si ¢ = 3 tenemos B = {0,1,—1} y 27} = 2 = —1 en ZJ. La
enumeracién de brazas torcidas sufre una pequena modificacién debido a este hecho
por lo cual utilizamos una tabla diferente para el caso de orden 3p?.

+\o | Zypg | Zp %L | 23 x Zg | Goy s #0, 21,2 Go | G | G | G
Ly ¥y Zg 4 | 2(q-1) - - - - - -
Gr, k#0,+£1| - - 4 8(g+1) 8(g+1) | 4(g+1) |4(g—1)| 8(g+1)
Go - - 2 4q 4q 2q 2(¢—1) 4q
G, - - 3 dg+p+2 dg+p+2|3qg+p—1|2(q—1) | 4g+p+2
G - - 5 3(qg+2) 4(¢+1) 2(q+1) | 3¢—1 6q

Tabla 5.1: Enumeracién de brazas torcidas de orden p?q segin la clase de
isomorfismo de las estructuras aditiva y multiplicativa
para el caso p=1 (méd q) y ¢ > 3.

+\o Ly | Lo 4 Zs ZI% X 73 Go G, |G
sz A Zg 4 4 - - - -
Go ; ; 9 12 6 | 4
G, ; - 3 |p+rla|prs|4
Gy - - 5 16 10 8

Tabla 5.2: Enumeracién de brazas torcidas de orden 3p? segun la clase de
isomorfismo de las estructuras aditiva y multiplicativa
donde p =1 (mdéd 3).
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5.1.1. Brazas torcidas de tipo Z,: x; Z,

En esta secciéon denotamos por A al grupo Z,2 X, Z,. De acuerdo con la descripcién
del grupo de automorfismos de los grupos de orden p*¢ que podemos encontrar
en [17, Theorem 3.4], tenemos que

RN
¢ Hol(Zy) = Zye x 2% — Awt A, (i,§) = @i =4
P o o’
es un isomorfismo de grupos. En particular | Aut A| = p*(p — 1). Luego, si G es
un subgrupo regular de Hol(A) entonces |m2(G)| € {p,q,p? pq, p*q}. Veamos que
|m2(G)] no puede ser igual a p.

Lema 5.1.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces |m2(G)| # p.

Demostracién. Supongamos que G es un subgrupo de orden p*q de Hol(A) y que
|m2(G)| = p. Salvo conjugacién podemos elegir los generadores de ker mq| para que
sean 7 y oP. Por lo tanto la presentacion estandar de G es

G = (1,0, 0%)

donde o € Aut A es un automorfismo de orden p que satisface que a(7) = 0’1 para
cierto 0 < b < p — 1. Por la condicién (K) tenemos que

clara o™ = gdImD4Pb L (0P, 7).

Entonces a = 0 (mdéd p), es decir a = a'p.
Luego, (67)"%0%Pa = a € G N ({1} x Aut A) y entonces G no es regular por el
lema 4.1.3. O

Lema 5.1.2. Fuziste una unica clase de conjugacion de subgrupos requlares G de
Hol(A) con |mo(G)| = pq. Un representante es

—1
H= <Up7 0Po,p+1, T <P0,t> = ZPQQ'

Demostracion. De acuerdo con el lema 4.1.4(2) tenemos que (0P, 7) C m(H) y
claramente o € m(H). Luego |71 (H)| > pq y entonces |m1(H)| = |H| = p*q. Por el
lema 4.1.3, H es regular.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) que cumple que |m3(G)| = pg. Entonces
K = kermy|g = (0P). Salvo conjugacion, los subgrupos de orden pg de Aut A son

(Pp1, Pot) Y (Pots Popt1)-
En el primer caso, tenemos

a_b c_d
G = (d?, 0*Tpp1, 0T 0y4).

Debemos verificar las condiciones (R). Los generadores de m(G) satisfacen las rela-
ciones (@,1)P =1y Porpp1os = ¢! 1. Por lo tanto, tenemos

(0701 P K = 0 Zimo " e e & ¢
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y entonces b = 0. En consecuencia d # 0 porque de otra manera, por el lema 4.1.4(1)
tendriamos que m1(G) C (o). Més ain

td+1

(R) | 4 .
= (0%p1)'K = 0", | K

c_d a c__d -1 _ a, t
(0°7%0,)0"Pp1 (0T0s) ~ K = 0" | K
_ / —a'p ~a'p _
y entonces a = pa’. Consecuentemente, c~*Po*Pp, 1 = ¢, € G y entonces G no es
regular, lo cual es una contradiccion.

Sea m2(G) = (pot, Pop+1). Entonces
G = (o7, aaTbgoo,pH, ach¢07t).

Los generadores de m3(G) satisfacen las relaciones

o = Popr1 = [P0t Popt1] = 1.

)

Por las condiciones R) tenemos que o 7b 1 o7 satisfacen las mismas
0,p+ 0,t
relaciones médulo K. Por Consiguiente, CcOomo

(UaTbSOO,pH)pK = og° 5ot P K ® K,
(0%0p11)0T Y00 K = 0" om0 100K D (0°7%00,)0% 0041 K
= Utd+1a+c7'd900,p+1@0,tK
entonces b =0y d = —1. Finalmente,

(007_1g007t)qK =K ® K
y entonces ¢ = 0 (méd p).
Sia=0 (mdd p), por el lema 4.1.4(2), tenemos m1(G) C (o, 7) y entonces a # 0
(méd p). Luego, G es un conjugado de H por ¢g 4-1. H

Lema 5.1.3. Un conjunto de representantes de subgrupos requlares G de Hol(A)
con |mo(G)| = p? estd dado por

1

GS = <7’, ot-1 8017(p+1)s> = Zqu
para s = 0,1.

Demostracion. Los grupos Gy y Gi no son conjudados entre si puesto que sus
imagenes por me no lo son. Aplicando el lema 4.1.3 y el lema 4.1.4 como lo hi-
cimos en el lema 5.1.2, podemos ver que los grupos G, son regulares. En efec-
to, (Jﬁ%¢1,(p+1)s)p = Ot—%gom y sop,l(Ut—Ll) — o7 1. Por lo tanto, tenemos que
(t,07) Cm(Gs) y o € m1(Gy). Luego |m(H)| = p*q y entonces H es regular.
Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |m3(G)| = p?. Por el lema 4.1.1, el
p-subgrupo de Sylow del grupo multiplicativo de la braza torcida asociada a G es
ciclico y en consecuencia también lo es 7o (G). Los tinicos subgrupos ciclicos de orden
p* de Aut A salvo conjugacion son (1 p41)s) para s = 0, 1. El orden del nicleo de
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T €8 ¢ y entonces, en ambos casos podemos asumir que ker | estd generado por 7
salvo conjugacién por un automorfismo del normalizador de mo(G). En consecuencia

G = <7—7 O-bgol,(p+1)5>

para cierto b # 0. El grupo G tiene un g-subgrupo de Sylow normal y entonces es

abeliano, por lo tanto b = ﬁ O

El grupo
91 =(0,¢11) (5.1)

es normal en Hol(A).
Sea u un generador de Z,, entonces Hol(A)/$:1 = (7, wou) = Zy X Z, y en
particular es abeliano.

Lema 5.1.4. Las brazas torcidas de tipo A con |ker \| = p? son By = (A, +,0)
donde (B, +) = Zy2 Xy Ly y (Bs,0) = Zy2 X0 Ly conl<s<q—1.
En particular, Bs es una bi-braza y

Z ) s=¢q—1
(B..o) = p2qs S0 S =q—1,
A, en otro caso.

Demostracion. Consideremos los grupos

Lirg, sis=q—1,

Gy = (0, T°pos) = {

A, en otro caso

para 1 < s < g—1. El subconjunto m; (G,) contiene a (o) y 7° y entonces |71 (G)| > p?
y ademas divide a p?q. Luego, m(G) = A y por el lema 4.1.3 tenemos que G es
regular. Sea $); el grupo definido en (5.1). Si G5 y G¢ son conjugados entre si,
entonces sus imégenes en el cociente Hol(A)/$;, que es abeliano, también lo son.
Entonces (75p0) = (T¥¢0,) ¥ se sigue que s = s'.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |me(G)| = ¢. El tnico subgrupo de
orden p? de A es el tinico p-subgrupo de Sylow generado por o y, salvo conjugacién,
el tnico subgrupo de orden ¢ de Aut A esta generado por ;. Entonces

G =(0,7°pot) = Gs

para cierto s # 0.
Si By es la braza torcida asociada a G tenemos que (o) < ker A y 7 € Fix(B;).
Luego, usando el lema 4.1.2 tenemos que Agn;m = A_, sm = AT y entonces la

estructura multiplicativa de B, viene dada por la formula

s+1
Ty o (¥) _ (7 +1i s "2y
To Yo Ty + Y2

para todos 0 < a1, 11 < p? — 1,0 < 29,95 < g — 1.

Luego, (Bs,+) = Zy2 X Ly y (Bs,0) = Ly X 311 Zq y de acuerdo con el corolario
3.1.2, B es una bi-braza. Para calcular la clase de isomorfismo de (Bs, o) notemos
que es abeliano si y solo si s = ¢ — 1. O
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Lema 5.1.5. Un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de los
subgrupos requlares G de Hol(A) con |m2(G)| = p*q es

1

Ga= (0=Tp11, Thp,) = A
donde 1 <d<qg—1.

Demostracion. Por el lema 4.1.4(2), (o, 7) C m(Gy) y entonces m1(G4) = A. Por el
mismo argumento que usamos en el lema 5.1.4 podemos ver que no son conjugados
entre si.

Sea G un subgrupo regular con |73 (G)| = p?q. Por el lema 4.1.1, el p-subgrupo de
Sylow del grupo multiplicativo de la braza torcida asociada a G es ciclico y entonces
también lo es el p-subgrupo de Sylow de m3(G). Salvo conjugacién podemos asumir
que m2(G) es (p1.1, por) = A, es decir

G = (0°m°p11, 0°T%004).
Por las condiciones (R) tenemos

(0“7’1’(,01’1)”2 =1, (5.2)
(0°T%p0,4)? = 1,
(O’CTd(p(]’t)O'aTb(le(O-CTd(p()’t)il — (UaTb(le)t.
la igualdad (5.2) implica que la misma relacién es valida médulo $; y entonces

b= 0. Sid=0 entonces G no es regular por el lema 4.1.4(1). Por consiguiente d # 0
y por (5.4) tenemos que a = ﬁ y entonces la presentacion estandar de G es

Si d = —1 entonces deducimos que ¢ = 0 a partir de (5.3). De otra forma, G es
un conjugado de G por ¢f; donde n = ff;di)l O]

La siguiente tabla resume el contenido de esta subseccion:

‘ ker )\’ szq sz At Zq
1 - qg—1
D 1 -
q 2 -
P2 1 q—2
p’q - 1

Tabla 5.3: Enumeracién de las brazas torcidas
de tipo Z,2 X Z, para p =1 (méd q).
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5.1.2. Brazas torcidas de tipo G, para k # 0, +1

En esta seccién asumiremos que k € 8\ {0, 1, —1} y por consiguiente que ¢ > 3.
Recordemos una presentacién del grupo Gy:

V=09 ere! = Tgk> (5.5)

Gr = (0,7, € ‘ ol =P =¢el =lo,7| =1, eoe”
donde g es un elemento fijo de orden ¢ en Z; como antes. Un automorfismo de Gy,
estd determinado por la imagen de los generadores, es decir por la restriccién a (o, 7)
dada por una matriz y por la imagen de e. De acuerdo con [17, Subsections 4.1, 4.3],
la funcién

¢:Z2 %, (L X L)) — AutGy,

a 0
(rm),@,b)] = b= h|<‘”>:[0 b]’

€ — "M,

es un isomorfismo de grupos (la accién p se define como p(a,b)(n,m) = (an,bm)).
En particular, | Aut G| = p*(p — 1)? y el tnico p-subgrupo de Sylow de Aut G, esté
generado por a; = [(1,0), (1,1)] y aa = [(0,1), (1, 1)].

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gy). Como p?q divide a | Aut G| debemos
tener en cuenta todos los casos posibles para el orden de mo(G).

En Hol(Gg) se cumple que

0T - —g)ar(1-g* €, .
( a, b )E(O’aTqu) 1 0,1+(1 )aT( g")b (56

(0°m%)e(0°Teqy) ™t = o1=9e1+(01-g")d,

para todos 0 < a,b,c,d < p — 1.

Lema 5.1.6. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
requlares G de Hol(Gy,) con |ma(G)| = p esta dado por

1 , 1
Hi - <677_70-971a1az2> = gOa KZ = <€70-7Tgk71a11042> = gOu
coni=0,1.

Demostracion. Salvo conjugacién, los subgrupos de orden p de Aut G son (1), (as)
y {a1az). Los grupos del enunciado no son conjugados entre si pues o bien sus
imégenes o bien sus nicleos con respecto a m no lo son. Cualquiera de ellos tiene la
forma

G = (e, u,v0)

con 0(v) = vy Gy = (€,u,v). Por el lema 4.1.4(2), m(G) = Gy, es decir G es regular.

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gy) con |mo(G)| = p. El nicleo de 7y tiene
orden pq y entonces contiene un elemento de orden g que sera de la forma ue donde
u € (o, 7). El subgrupo L = (ay, ap) normaliza a my(G) por lo cual podemos conjugar
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a GG por un elemento conveniente de L y por (5.6) y (5.7) podemos suponer que u = 0.
Luego, el niicleo tiene la forma (e, v) para cierto v € (o, 7). El p-subgrupo de Sylow
de ker my es normal y entonces v = o o 7. Por lo tanto, el grupo G tiene la forma

G = (e, v,wb)

donde 0 € {1, a9, 0100} y,obilenv =0y l#we (t)obilenv =7y 1#w e (o).
Por la condicién (K) debemos verificar que

whe 1w = wh(e)w™" € ker myg.

Por (5.6) y (5.7) se sigue que G es H; o K; para algin i =0, 1. ]

Lema 5.1.7. La unica braza torcida de tipo Gy con |ker \| = q es (B, +,0) donde
(B7+) = Z;% XDy Zq Y

Ty (7 19" + y19™
za | o | y2 | = | 220" + 19"
T3 Y3 T3+ Y3

para todos 0 < x1,22,y1,y2 <p—1y 0 <uw3ys <qg—1.
En particular, (B, o) = 72 X Zq.
Demostracion. De acuerdo con (5.6) y (5.7), el subgrupo

1
H = (e, 09%1041, TF-Tay)

es isomorfo a Z2 x Z, y |m2(G)| = p?. Por el lema 4.1.4(2), m(H) = (e,0,7) y
entonces H es regular.

Sea G un subgrupo regular con |m(G)| = p®. Entonces la imagen de my es el
unico p-subgrupo de Sylow de Aut Gi. El ntcleo es un subgrupo de orden ¢ de G
y, por (5.6) y (5.7), podemos suponer que estd generado por €. El grupo G tiene la
presentacion estandar

G = (e, 0"7Pay, 0°7%0)
y es abeliano pues tiene un g-subgrupo de Sylow normal. Por (5.6) y (5.7) nueva-

mente, tenemos que b=c =0, a = - y d = -, es decir G = H.
g—1 gr—-1’

Sea B la braza torcida asociada a H. Como € € ker A\ y 0,7 € Fix(B), por el
lema 4.1.2 podemos hallar la férmula del enunciado para la operacién o de B. [

El subgrupo
H2=(0, 7, a1, ag) = Zﬁ (5.8)

es normal en Hol(Gy). Sea p un generador de Z, entonces
Hol(Gr)/$2 = (&, [(0,0), (1, )], [(0,0), (u, D]) = Zyg X Z; X L.

En particular, es abeliano.
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En el grupo Hol(Gy) se cumple que

qd—l gkd71
a?fa/gnuedeagmal—n — uo® e agl—x)nTym ) Oéél—y)medg7 (Fk)
para u € (o,7) y 0 = [(0,0), (z,y)]. N
Fijemos los elementos 3, = [(0,0), (9,9°)] y 8 = [(0,0), (1,9)] para 0 < s < g—1.

Proposicién 5.1.8. Las brazas torcidas de tipo Gy, con |ker \| = p* son (B, +,0)
donde (Bap, +) = 73 Xp, , Zq y

ZZXZq, sia=q—1,b=—k (mdd q),
(Bap,0) = ZIQ) XDy pin Lg = Go, sia=q—1,b# -k (mdd g),
gbili, en otro caso,
a+

para todos 0 < a,b < q—1 y (a,b) # (0,0). En particular, hay ¢* — 1 brazas torcidas
de esta forma y todas ellas son bi-brazas.

Demostracion. Los subgrupos

Gap = {0, 7, €65)

son regulares. Si G, v G4 son conjugados entonces también lo son sus proyecciones
al cociente Hol(Gr)/$2 que es abeliano. Entonces (eﬁggﬂ = <eﬁ§§d> y se sigue que
(a,b) = (c,d).

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gy) tal que |m2(G)| = g. Entonces el niicleo de
7y es el inico p-subgrupo de Sylow de Gi. Los elementos de orden ¢ de Aut Gy son
de la forma afab833° donde s = 0 (resp. t = 0) siempre que a = 0 (resp. b = 0). Por
(Fy) para u = 1 y d = 0, salvo conjugacién por un elemento de {(aq, asz), podemos
suponer que my(G) esta generado por ﬁgﬁb donde (a,b) # (0,0). Luego,

G =0, "G5

y entonces n # 0 pues G es regular. Usando que (e”ﬁggb)”_l =€ g"‘lﬁb"‘l podemos
concluir que G = Gyp-1 ppp-1.

Sea B, la braza torcida asociada al subgrupo regular G,;. Notemos que se
cumple que € € Fix(B,;) y 0,7 € ker A. Por lo tanto, pordemos aplicar el lema 4.1.2
y se sigue que

T (1 z1 + glat DTy,
To [e) Y2 = i) + g(b+k)x3y2 (59)
x3 Ys T3+ Y3

para todos 0 < 1,22, y1,y2 <p—1,0 < z3,y3 < g — 1.
Por lo tanto, (Bay, +) = Z2 Xp, , Lq, (Bap,0) = Z2 Xp,,, ., Le y las imagenes
de las dos acciones conmutan. Por la proposicién 3.1.1 es una bi-braza. O
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Para calcular los subgrupos regulares de Hol(Gy,) cuya imagen por 7y tienen orden

pq o p?q debemos calcular las clases de conjugacién de subgrupos de orden pq vy p?q
de Aut G,.

Lema 5.1.9. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
de Aut G, de orden pq y orden p*q estd dado por la siquiente tabla

Orden | G Parametros Clase
pqg | His=(a1,B8s) |0<s<q—1]|2Zyx7Z

)

Ha s = (a2, Bs) 0<s<q—1|Zpg sis=0,

Ly Xt Lgq, en otro caso.

KK = (i, B) i=1,2 | Zyg, sii=1,
Ly i1 Ly, sii = 2.
W = (a1aa, B1) - Loy X Lg
p’q | Ts={on,09,8,) [0<s<q—1]|Gs
U = (a1, 09, ) - Yo

Demostracion. Sea GG un subgrupo de orden pg de Aut Gi. Entonces G esta generado
por un elemento de orden p y un elemento de orden ¢. Los elementos de orden p
pertenecen al subgrupo generado por ay v as vy, salvo conjugacion, hay tres elementos
de orden p, digamos i, as, ajas. Los elementos de orden g se pueden elegir de la
forma afaf' s para s # 0, By o af'S.

Si el p-subgrupo de Sylow de G esta generado por «;, © = 1,2, usando que

[(a,b), (2, y)]ag By[(a,b), (z,y)] = a9yt =g (5.10)
[(a.b), (z, y)]as'Bl(a,b), (z,y)] "' = a§™ 179",

tenemos que G es un conjugado de H;, o de K;. Si el p-subgrupo de Sylow de G
estd generado por ajay entonces necesariamente el elemento de orden ¢ es de la
forma ooy’ 81, pues el p-subgrupo de Sylow debe ser normal. En este caso, entonces
G = (may, aladfy) = (a1ag, af ™) y de acuerdo con (5.10), G es un conjugado
de W por una potencia adecuada de «;.

Si G es un subgrupo de orden p?q entonces G estd generado por ap,as y un
elemento de orden ¢ que podemos pensar que es (, para algin 0 < s < g—1o0
bien 3. Tales grupos no son conjugados puesto que sus restricciones a (o, 7) no lo
son. [

En lo que sigue utilizaremos la misma notaciéon del lema 5.1.9 y la siguiente

formulas
n—1 _i(cta) n—1 ji(ck+y)
(097%0)" = g 2i=0 9 TO2iz0 9 €™ 0" (Pr)

donde 6 = [(0,0), (¢*, g¥)].

Lema 5.1.10. Un conjunto de representantes de las clases de equivalencia de sub-
grupos requlares G de Hol(Gy) con |me(G)| = pq estd dado por la tabla 5.4 de la
pdgina 81.
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mo(G) | Subgrupos Parametros | Clase de isomorfismo #
~ N
His | Higa= (1,07 Tay, e'b;) 0<s<qg—1,| Garss q(g—1)
1<d<gqg-—1
ﬁl’s = (o, Tal,elfs&} 2<s<q Qkfzg qg—1
H,, = (or,07 7 ay, e 3,) 2<s<q |G qg—1
~ 1
Hos | Hosa= (0,75 Tag,eBs) 0<s<q—1,|Z)xZysis=0,d=~-1,|q(qg—1)
1<d<qg—1|Gysis#0,d=—1,
Qdil, en otro caso.
ﬁ?,s = <7_7 g0, 65_16$> 2< s < q gOa Si S = 07 q— 1
Gs+1)—k , €N OtTO Caso.
— 1 o
Hyy = <UT,7’9’“1a2,6ﬁ55> 2<s<q Gp sis=0, g—1
G_sx_, en otro caso.
s(1—k)
K1 I?l,d:<77aﬁa1,ed5> 1<d<q—1|ZxZgsid=—k7", q—1
Go, en otro caso.
[?1 = (o, 7'061;671(1,@ - Go 1
K, = (Uﬂoﬁal,eflk ~> - Go 1
~ 1 ~
Ko | Kya= (0,75 g, e'f 1<d<q—1|Gy q—1
[?2 = <Ta ‘7042,6@ - Grt1 1
—_ 1 ~
Ky = (o7, 751 ag,eﬁ@ - gﬁ 1
— 1
w Wy = <O‘,7‘9k*1 a0, ed61> 1<d<q—1 1G4 qg—1
Wy = <T,Uﬁa1012, e'Br) 1<d<q—1|Ga q—1

Tabla 5.4: Representantes de subgrupos regulares del lema 5.1.10
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Demostracion. Todos los subgrupos G de la tabla son de la forma
G = (u,wd, €h), (5.11)

donde (u,w) = (0,7), § € (a1, as), c #0, 6(u) = u, 6(w) = w, h(e) = €. Por el lema
4.1.4(2), tenemos que (o, 7) C m1(G). Dado que €¢ € m(G), se tiene que |71(G)| > p?
y en consecuencia m (G) = Gy.

Un conjunto de representantes de las dérbitas de los elementos de (o, 7) por la
acciéon de Aut Gy, estd dado por {0, 7,07}. Por lo tanto, los subgrupos con la misma
imagen por my v que pertenecen a distintas filas de la tabla no son conjugados entre
si puesto que sus ntcleos con respecto a 7 no lo son.

Supongamos que dos grupos de la misma fila son conjugados entre si. Luego, sus
proyecciones al cociente abeliano Hol(Gy)/$)o coinciden. Por lo tanto, de acuerdo
con (5.11), sus imdgenes estan generadas por €°h y e€?h respectivamente y de esto se
sigue que ¢ = d.

Desarrollaremos el caso en el que la imagen por my es H; 5. Para los demds casos
se aplica la misma idea por lo que omitimos los calculos.

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gy) con mo(G) = H; 5. El nicleo de my es un
subgrupo de orden p de G, y podemos fijarlo salvo por la accion del normalizador
de H; s sobre los subgrupos de (o, 7).

Como {[(0,0), (a,b)] : 1 <a,b<p—1} < Nautg,(H1,s), podemos suponer que
el nicleo esta generado por o, por 7 o por o7. El grupo G tiene la forma

G = (u, ve’ay, we'B,)
donde u € {o,7,07} y v,w € (o, 7). Por la condicién (R): (veba;)? € kermy = (u)
tenemos que (vebal)pﬁg = €"$), = $H, y entonces b = 0. Si d = 0 entonces de
acuerdo con el lema 4.1.4(1), m(G) C (o, 7) y por lo tanto G no es regular. Luego,
d # 0. Por la condicién (R): Bsa168;" = of tenemos que

(we? By vag (wel B) ™ = (vay)? = v9ad  (méd (u)). (5.12)
(1) Supongamos que ker m|e = (o). Entonces G tiene la presentacién estandar
G = (o, Ty, T°B,)

para ciertos a,d # 0 vy, salvo conjugacién por [(0,0), (1,a™")], podemos asumir que
a = 1. En consecuencia, GG tiene la forma

G = (0, Ty, Tcedﬂs).

Por (5.12) tenemos

c_ .
(Tc€d65>7—al (Tcedﬂs)_l _ O_ggg711 ngkJr.s

af =79  (mdd (o)) (5.13)

y se sigue que d = % y por lo tanto s # 1. Si existe h € Aut G que normaliza a
(o, Taq) v tal que the%ﬁsh_l € Hy 4, el grupo G es un conjugado de H; 5. Luego,
de acuerdo con (F}) podemos elegir h como una potencia conveniente de ;.
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(ii) Supongamos ahora que ker | = (7). Entonces
G = (1,0%,0%"3,)

donde a,d # 0. En forma anéloga al caso anterior, la ecuacién (5.12) implica que
a = 1. Se cumple la relacién (5,)? = 1y entonces (o€ '5,)? € (7). Por (F}), si
d = —1 entonces (0°€¢?3,)? = 0% y por lo tanto ¢ = 0. En caso contrario, por (F}),
el grupo G es un conjugado de H; ;4 mediante una potencia adecuada de a;.

(iii) Supongamos, por tltimo, que ker mo|¢ = (o7). Entonces

G = (o7, 0%, 0%",).

En forma anéloga al caso (ii) tenemos que a = gi—l, d= f:,lc #0,s#1y si_d =-1
entonces ¢ = 0. Si d # —1, por (Fj) tenemos que G es un conjugado de H; 4 por
una potencia adecuada de ay;. O

Lema 5.1.11. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
requlares G de Hol(Gy) con |ma(G)| = p*q estd dado por la siguiente tabla:

mo(G) | Subgrupos Pardmetros | Clase #

— 1

T. Tes = <0'9%1041,T9k—1 Qg €€f35) 0<s<qg-1 g, q(¢g—1)

1<e<qg—1

PN 1
T, = (Ugljal,am’“*lag,es_lﬂg 2<s<gq Gs q—1
— 1 s
Ts: <7_0_9711a177—gk71a2761758> 2§S§q gs q_1
~ 1 ~

Z/[ UC:<UﬁO{1’T\9k710{27€C/B> ]—chq_l gO q_]‘
= 1 e
U= <chﬁa1,79’“*1a2,6*k '6) - Go 1
—_ 1 ~
U= <aﬁa1,79k*10a2,65) - Go 1

Demostracion. Los grupos que aparecen en diferentes filas de la tabla no son con-
jugados entre si puesto que sus p-subgrupos de Sylow no lo son. Podemos aplicar
el mismo argumento del lema 5.1.10 para mostrar que los grupos de la tabla son
regulares y que los que pertenecen a una misma fila y comparten la misma imagen
por 7 no son conjugados entre si (por ejemplo, si T, s y Ty s son conjugados entonces
c=d).

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gy,) con m(G) = T;. Entonces

G = (ue"ay, vel o, we By

para ciertos u,v,w € (o,7) y 0 < a,b,c < ¢ — 1. Debemos verificar las condiciones
(R) para los generadores de G. Como

(uean )P = (veba)P & 1,
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entonces tenemos (ue?ay)P$s = €26y = (vePay)PHy = €9, y por lo tanto a = b = 0.
Sic = 0, por el lema 4.1.4(1), m(G) C (o,7) y entonces G no es regular. En
consecuencia ¢ # 0 y

(wee By )uar (weBs) X (ua)? = uaf, (5.14)

(weBs)van(weBy) L = (vag)?” = v9 af . (5.15)

—
N2

—
=

La ecuacién (5.14) implica que u = o717 donde o bien 7 = 0 0 bien ¢ = E~1(1—5s)

y por la ecuacién (5.15) tenemos que v = O'mTﬁ donde o bien m = 0 o bien
c=s—1. Delaigualdad ¢ = k7'(1 — s) = s — 1 se deduce que k = —1 0 s = 1. En
ambos casos tenemos ¢ = 0, una contradiccién.

En consecuencia, debemos considerar los siguientes casos:

(i) n=m=0.

(i) m=0,c=k*(1-s),n#0ys#1.
(iii) n=0,c=1—s,n#0ys# 1L

Comencemos con (i):
Si n = m = 0 entonces
1 1

G = (o7 Tay, T 1oy, 07 F;)

para ciertos a,b. Sea h = afal. Para conseguir hGh™! = Tc,s para algun 7, t, basta
ver que hor%e“Bsh! € T, ;. Por (F},), esto es equivalente a que (r, t) sea una solucién

del sistema lineal:

r(get = 1) =a(l—g)

(1 —g*) = b(1 - g").
Por (P;) v la condicién (R): (6%7%¢3,)? = 1, si ¢+ 1 = 0 entonces a = 0 y si
ck + s = 0 entonces b = 0. Por lo tanto, el sistema admite soluciéon para todos a, b.

(ii) Seam = 0y ¢ = 1 — s. Salvo conjugacién por el automorfismo dado por
h = [(0,0), (n™*,1)] podemos suponer que n = 1. En consecuencia G tiene la forma

1 # a_ b 1—s
G = (toTay, T 1, 0% e & [)

para ciertos a, b. Sea (r,t) una solucién del siguiente sistema lineal:
1—s+k
rlg v —1)=a(l—g)
t(l—g)=b1—g") +r(l—g")(1-g).

Tenemos (097 % 3,)¢ = 1. Gracias a (By), si =2 +1 = 1= Losth — () entonces a = 0.

Luego, el sistema admite solucién para todos a, b y entonces alabGlafab)™ = T..
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(iii) Sea n = 0 y ¢ = s — 1. Salvo conjugacién por [(0,0),(1,m™!)] podemos
asumir que m = 1, es decir
1 _1
G = (o7 Tay, 0T 1ay, o1 B,)
para ciertos a, b. Sea (r,t) una solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

{Nf—1%=ﬂ—ﬂﬂﬂ+ﬂ—gm

t(gsk—k—i-s _ 1) — (1 o gk)b

Por la condicién (0%7%5713,)7 = 1 y la ecuacién (Py) tenemos que si sk —k+s =0
entonces b = 0y si s = 0 entonces a = 0. En consecuencia, el sistema tiene solucién
y afabGlajat) ! =T,

En forma anél/o\ga, podemos tratar el caso m(G) = U. En este caso, G es un

conjugado de U,, U o U.

O

Resumiendo el contenido de la subseccién, tenemos la siguiente tabla:

ket A\| | Z2xZ, | G | Gos#0,£Lk| G G G
1 - 2(¢+1) 2(¢+1) 20+1) | g+1 | ¢—1
p 2 4(q +2) 4(q +2) 4(g+1) | 2(g+2)|2(¢—1)
q 1 : - : : :
pq - - - 4 - -
P’ 1 2¢—3 2(¢—1) 2-1)| ¢-1 | ¢-1
P’q - 1 - - - -

Tabla 5.5: Enumeracién de brazas torcidas de tipo Gy para p =1 (méd q).

5.1.3. Brazas torcidas de tipo G

Consideremos el grupo G, cuya presentacion es
Go=(o,re|o? =P =el =[0,7] =[r,e] =1, eae ! = d9).

De acuerdo con la descripcién de los automorfismos de Gy dada en [17, Theorems

3.1, 3.4], la funcién
a 0
h o7y —
(0.7 [0 b]

e o"¢

¢ Ly X, (L3 X LX) — Aut Gy,  [n, (a,b)] = h =

donde p(a,b)(n) = an, es un isomorfismo de grupos.

En particular, | Aut Go| = p(p — 1)? y su p-subgrupo de Sylow estd generado por
a=11,(1,1)].

Si G es un subgrupo regular de Hol(Gy) entonces |mo(G)| divide a p*q y a | Aut Gy,
luego divide a pq.



86CAPITULO 5. BRAZAS TORCIDAS DE ORDEN p?q - CASO NO ABELIANO

En esta seccién utilizaremos los mismos calculos de la subsecciéon 5.1.2, teniendo
en cuenta que en este caso el p-subgrupo de Sylow subgroup de Aut G, es ciclico y
esta generado por «a.

Lema 5.1.12. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
regulares G de Hol(Gy) con |m(G)| =p es

H = (6,7,09%1(@ = ZZ X Ly, K ={(e,0,170)=Gy.
Demostracion. Podemos razonar de la misma forma que en el lema 5.1.6 teniendo

en cuenta que los subgrupos de orden ¢ de Gy estan generados por elementos de la
forma o™e. ]
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El subgrupo
$3 = (0,7, ) (5.16)

es un subgrupo normal de Hol(Gy) con Hol(Gy)/$H3 = Z, x Z) x Z), se cumple la
férmula (Py) en Hol(Gy) tomando k = 0 y también la férmula

d
g —1
a"Muelfa = uo™" 1 o170nedg, (Fp)

donde u € (o, 7) y 0 = [(0,0), (z,y)]. Luego, por el mismo argumento de la proposi-
cién 5.1.8, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1.13. Las brazas torcidas de tipo Gy con | ker \| = p* son (B, +,0),
donde (Byyp, +) = Z?, Xpy o Lg Y

L3 X Lq, sia=q—1,b=0,
Zy=<Go, sta=q—1,b#0,

G v , en otro caso,
a+1

(Ba,b; O) = Z?) Ap

a+1,b

para 0 < a,b < q—1 vy (a,b) # (0,0). En particular, hay ¢* — 1 brazas torcidas bajo
estas condiciones y todas ellas son bi-brazas.

En forma andloga al lema 5.1.9 obtenemos el siguiente conjunto de representantes
de clases de conjugacion de subgrupos de orden pg de Aut Gy:

H, = <a76$>7 K= <Oé7/§>

donde B, = [0,(g,9°)], 0< s <q—1y f=10,(1,9)]

Lema 5.1.14. Un conjunto de representantes de subgrupos requlares G de Hol(Gy)
con |me(G)| = pq estda dado por la siguiente tabla:

mo(G) | Subgrupos Clase | Pardmetros #
Hs f[s,c = (7, 09%104, €“Bs) Gs |0<s<q—1,|q(¢g—1)
1<e<Lqg—-1
ﬁs = <0-T7O-ﬁo‘7€s_1ﬁs> gs 2 <s< q q— 1
Hy FLC = (o, T, €5) Gey1 | 1 <e<qg-1 qg—1
K [?c:<7',09%1a,ecg> Go 1<e<qg—-11] ¢g—1
K = (07,070, €f) Go : 1
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Demostracion. Por el mismo argumento del lema 5.1.10 podemos mostrar que los
grupos de la tabla son regulares y que no son conjugados entre si (en este caso,
utilizaremos al grupo $; de (5.16)). Para ver que los grupos de la tabla forman un
conjunto de representantes, podemos utilizar los mismos calculos del lema 5.1.10
para los grupos cuya imagen por m sea («, fs) o {(«a, ).

Si suponemos que m(G) = Hy y ker my|g = (o) la condicién (R): (5.13) implica
que s = 1. Para los demas casos podemos tomar £ = 0 y utilizar los mismos calculos.

Si suponemos que m2(G) = K y ker ma|q = (o) entonces

G = (o, T, rbeCE)

y por la misma condiciéon tenemos que a = 0, es decir GG no es regular. Los demés
casos no sufren ninguna modificacién.

Mas ain, podemos usar (Fp) en lugar de (Fj) para mostrar que cualquier sub-
grupo regular GG es un conjugado de alguno de la tabla utilizando una potencia
adecuada de a. O]

Observacion 5.1.15. Una braza torcida B es un producto directo si y sélo si existen
ideales I, J de B tales que I +J = By INJ = 0. El producto directo de una braza
torcida de orden p? y de una de orden ¢ es de tipo no abeliano. A continuacién,
mostramos las brazas torcidas de tipo Gy que son productos directos de la braza
trivial de orden p y una braza torcida de orden pq. Como Gj es un producto directo
de Z, y Z, x4 Zq s6lo debemos considerar las brazas torcidas de orden pg con
estructura aditiva no abeliana. Gracias a la clasificacién del capitulo 3, hay 2¢ — 1
brazas torcidas no triviales de las requeridas. Luego, debemos mostrar 2q¢ — 1 brazas
torcidas que sean productos directos:

(i) Las brazas torcidas B, con a # 0 de la proposicién 5.1.13 son productos
directos de la braza trivial de orden p y de una braza torcida de orden pg con
| ker A| = p.

(ii) La braza torcida asociada al grupo H del lema 5.1.12 es un producto directo
de la braza trivial de orden p y de la tnica braza de orden pq con |ker A\| = gq.

(iii) Las brazas torcidas asociadas a TVO,C con ¢ # 0 del lema 5.1.14 son productos
directos de la braza trivial de orden p y de una braza torcida de orden pg con

| ker A| = 1.

El contenido de esta subseccién queda resumido en la siguiente tabla:

|ker )\| ZZQO X Zq gk, k c®B \ {0, :i:l} go g_1 g1
P - 2(¢+1) 2q+1|qg+1|qg—1
Pq 1 - 1 - -
p? 1 2(g—1) 2¢—3|q—1|qg—1
P’q - - 1 - -

Tabla 5.6: Enumeracién de brazas torcidas de tipo Gy para p =1 (méd q).
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5.1.4. Brazas torcidas de tipo G_;

Consideremos el grupo G_; cuya presentacion es

Gi=(ome|lo? =" =el=o,7]=1,e0¢ =09, ere ' =19 ).

Sea
6 = (Z2%, (L5 X L)) Xy Ly

p p

donde p(a,b)(n,m) = (an,bm), p'(1)[(n,m), (a,b)] = [(—gm,—g 'n), (b,a)] para

todos 0 < a,b,n,m <p—1.
De acuerdo con [17, Subsections 4.1, 4.3], la funcién

h/|<0'77'> = Hz<a b)a

3

)
€ oMD",

o6 — AutG 4, [(n,m),(a,b),i] »—>h:{

donde

Hola,b) = {g 2} Hi(a,b) = {2 8}

es un isomorfismo. La funcién
v:AutG y — Zs, [(n,m),(a,b),i] i

es un morfismo de grupos y el grupo Aut G_; estd generado por AutG_;+ =kervy
por la involucién ¢ = [(0,0), (1,1), 1], definida por

wz{ab—ﬂ', T o, € e b (5.17)

Notemos que AutG_;" = Aut G, para k # 0,41 y contiene al p-subgrupo de
Sylow de AutG_;, generado por oy = [(1,0),(1,1),0] y e = [(0,1),(1,1),0], y los
elementos de orden impar de AutG_;. Como p > 2, entonces m(G) < AutG_; " y
G <G xAutG " < Hol(G_;) para todo subgrupo regular G < Hol(G_;). Sin
embargo, las clases de conjugacién de subgrupos regulares pueden ser diferentes,
pues debemos tener en cuenta la conjugacion por 1.

En algunos casos, los cédlculos para hallar las clases de conjugacion se pueden
copiar de la subseccion 5.1.2 tomando k = —1, como en el siguiente caso que se
sigue directamente del lema 5.1.7.

Lema 5.1.16. La unica braza torcida de tipo Gy con |ker \| = q es (B, +,0) donde
(B7 +) = Z?D XDy 4 Zq Y

xy (% r19% + y19™
Xo o) y2 = Jfgg_y3 _|_ y2g—x3
T3 Ys T3+ Y3

para todos 0 < w1, 20, y1,Y2 <p—1y0 < z3,y3 < q— 1.
En particular, (B, o) = ZZ X ZLq.



90CAPITULO 5. BRAZAS TORCIDAS DE ORDEN p?q - CASO NO ABELIANO

Las demostraciones del lema 5.1.6, la proposicién 5.1.8, el lema 5.1.9 y el lema
5.1.10 sélo dependen de la condicién k # 0,1 por lo cual podemos utilizar estos
resultados en las demostraciones siguientes. Notemos ademés que el subgrupo

57)4 = <07 T, 1, 042>

es un subgrupo normal de Hol(G_;) y tomando & = —1 en (Fj) obtenemos una
férmula vélida en Hol(G_1).

Lema 5.1.17. Un conjunto de representantes de subgrupos requlares G de Hol(G_4)
con |ma(G)| =p es
1 .
Hi = <€7T7 UﬁOélOé;> = gO
para i =0,1.

Demostracion. Los grupos Hy vy H; no son conjugados entre si pues sus iméagenes
por 7, no lo son. Razonando como en el lema 5.1.6 podemos ver que todo subgrupo
regular de Hol(G_1) con |m(G)| = p es un conjugado de los grupos H;, K; para
i = 0,1 que se definen tomando k£ = —1 en los grupos del lema 5.1.6. Es facil ver
que Hj es un conjugado de Ky por el automorfismo ¢ y que H; es un conjugado de
K, por el automorfismo [(0, 0), (¢2, 1), 0]. O

Fijemos los automorfismos 3 = [(0,0),(1,4),0] v B = [(0,0), (g,¢°),0] para
0<s<qg—1.

Proposicién 5.1.18. Las brazas torcidas de tipo G_1 con | ker \| = p? estdn dadas
por (Bgap, +,0) donde (Bgp,+) = ZIQJ Xp, _, Lq Y

ngZq, sta=q—1,b=1,
(Bap,0) = Zi XDy yy Lq =4 G0, sia=q—1,b0#1,

Gv1, en caso contrario,
a+1

para 0 < a,b < q—1 y (a,b) # (0,0). En particular, son bi-brazas y By = Beg4 Si

(g=1)(g+2
2

y sélo si (¢,d) = (—b,—a) y entonces tenemos ) brazas torcidas con estas

condiciones.

Demostracion. Sea G un subgrupo regular de Hol(G_1) tal que |m(G)| = ¢. Argu-
mentando como en la proposicién 5.1.8 podemos mostrar que todo grupo G es un
conjugado de algtin subgrupo

Gap = (o,7,¢656)
por un elemento de AutG_; . Como VG = G_p _g, los grupos de la forma G, _,
son normalizados por v y las deméds érbitas son de tamano 2. Por lo tanto, hay
q(¢—=1) _(¢—=1(g+2)

1 —
¢t 2

orbitas bajo la accion de 1. La afirmacién acerca de la estructura de las brazas
torcidas asociadas se sigue del mismo argumento que utilizamos en la proposicién
5.1.8. O
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Lema 5.1.19. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
de Aut G_, de orden pq y p*q estd dado en la siguiente tabla:

Orden | G Pardametros | Clase de isomorfismo
pg | Has = (o, By) 0<s<q—1|Zy%,Z,
7‘[2,0 = <042760> - qu
W = (a1a9, 1) - /R
p’q | T = (a1, as, ) = G, seB Gs

donde B es el conjunto de la observacion 4.2.5.

Demostracion. Los subgrupos de orden pg de AutG_;" salvo conjugacién por ele-
mentos de AutG_;" son los del lema 5.1.9. Debemos calcular las érbitas de tales
grupos bajo la accién de conjugacion por . Es facil ver que

» YH1 W =Hys1 y VT = To-1 para s # 0;
. WHLOQﬁ = ks, ¢H2,0¢ =Ky y YUY = To;

= YW = (Cz;ga;gfl, f1) no es conjugado de ningtin otro grupo de la tabla pues
sus p-subgrupos de Sylow no son conjugados. O]

Lema 5.1.20. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
requlares G de Hol(G_1) con |mo(G)| = pq esta dado por la siguiente tabla:

mo(G) | Subgrupos Pardmetros | Clase #
His | Higa = (o7 an, ') 0<s<qg—1,|Gsua q(q —1)
1<d<qg-1
H, = (0,701,671 5,) 2<s<q |G, g1
Fs:<07,ag%la1,e%ﬁs> 2<s<gq Q% qg—1

~ 1
HZO H27(),d: <U,T9_1*10£2,6d50> 1 §d§q—1 ZzXZq, sid=—1 q—l
Go, en otro caso

ﬁg,o = (T, 0042,6715@ - Go 1

R 1

Hyo= (o7, 79 1ay, 6_%ﬁo> - Go 1
W W, = <07797L10410127 ') 1<d<q—1]|Gan qg—1

Demostracion. Sea G un subgrupo regular de Hol(G_;) con m(G) = H; s con s,i
como en el lema 5.1.19. Por los mismos céalculos del lema 5.1.10 podemos mostrar
que G es un conjugado por algiin elemento de AutG_;* de alguno de los grupos de
la tabla con la misma imagen por my. Tales grupos no son conjugados. De hecho, si
m(G) # W, entonces su normalizador estd contenido en AutG_;* = Aut G, para
k # 0,+£1 y entonces podemos probar que los grupos correspondientes de la tabla
no son conjugados como lo hicimos en el lema 5.1.10.
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Si m5(G) = W, los grupos con m(G) = W son conjugados de Wy para algiin
d # 0 mediante algtin elemento de AutG_;*. Si W, y /I/I?d son conjugados en Aut G_;
por hi para algin h € AutG_;" entonces sus imigenes médulo el subgrupo $,4
también lo son. Por lo tanto, tenemos

hpeBrph ™ 94 = € “B194 € (€'4194),

y entonces ¢ = —d. Se puede ver que los grupos /V[v/d y W\,d son conjugados por
[(0,0), (1,4%),0].

En consecuencia, la tabla presenta un conjunto de representantes de subgrupos
regulares con las propiedades deseadas. O]

Lema 5.1.21. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
regqulares G de Hol(G_1) con |ma(G)| = p*q estd dado por la siguiente tabla:

ma(G) | Subgrupos Clase | Pardmetros #
~ 1
To | Tos = (07T ar, 771, €8,) G, |seB\{1}, .
1<d<qg-1
~ 1 1
Tons = (T Tag, ™79 “Tag, €1 5,) Gs |seB\{l, -1}, 7(’7_1)2(’1_1)

m#—ﬁ (méd p)

_ 1
T, = <aﬁa1,07g’1*1a2,63_165> G, seB\{l, -1} %1
~ 1

71 Tdvl = <0'97£105177'g_1f1 Qg, 6dﬁl> gl d S Ql q%l
—~ 1

Ty | Teq = <TO'9%10417 oo lag, e 2f4) | G4 |[0<n<p-1 p—1

n# —ﬁ (mdd p)
donde A C Z; contiene a un solo elemento de cada pareja d y —d para todo d € Z; .

Demostracion. Usando el mismo argumento del lema 5.1.10 podemos mostrar que
los grupos de la tabla son regulares. Veamos que los grupos con la misma imagen
por 75 en la tabla no son conjugados entre sf. Sea § = hy) para h € AutG_; ™.

» Si (@) =T,y s # +1 entonces Nawg, (T5) = AutG_1". Luego, los grupos
de diferentes filas y los de la familia 7}, ; no son conjugados entre si pues sus
p-subgrupos de Sylow no son conjugados por elementos de AutG_; ™.

= Si s =1 entonces 77 es normal en AutG_; y
5e°B107 "4 = Ve frvvHy = € “PifHs.
Luego, si Td,l y j:’c,l son conjugados por ¢ entonces necesariamente ¢ = —d.
= Si s =—1 entonces 7_; es normal en AutG_; y
e L1079 = e By = € BN

Si i,,l y Td7,1 son conjugados por ¢ entonces ¢ = d. Los grupos Tc,q y ﬁkl
no son conjugados pues sus p-subgrupos de Sylow no lo son.
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Sea G un subgrupo regular de Hol(G_;). De acuerdo con el lema 5.1.19 podemos
asumir que mo(G) = T, para s € B. Gracias a los mismos calculos que hicimos al
principio del lema 5.1.11, donde tomamos k = —1, tenemos que

G = (0’9%17'”&1, amTﬂ%ag,wecﬂQ
para ¢ # 0 y algin w € (o, 7). Debemos discutir dos casos:
s n=m=0;
» (n,m) # (0,0), c=s— 1y entonces s # 1.

En el segundo caso, si n = 0 podemos fijar m = 1 utilizando la conjugacién por
[(0,0), (m™,m™1),0]; en otro caso podemos fijar n = 1 utilizando la conjugacién
por [(0,0), (n™',n71),0]. Luego, redujimos los casos a (n,m) = (0,1) on =1y
0 <m < p-—1 Sin =1 entonces los elementos roTT y Jngflfl deben ser
linealmente independientes, es decir

o M9
77 )=t

g t-—-1

(méd p).

En ambos casos, salvo conjugacién por un elemento de (aj,as) (utilizando (Fy)
con k = —1) podemos suponer que w = 1 y entonces los subgrupos regulares se
identifican con los pardmetros (s, c,n,m).

Los grupos identificados con (1,¢,0,0) y (1,—c¢,0,0) son conjugados por v. Los
grupos identificados con (—1,—-2,0,1) y (—1,—2,1,0) son conjugados entre si por
[(0,0), (1, —g),0]tp. En consecuencia, G es un conjugado de alguno de los grupos de

la tabla.

O

Resumimos el contenido de esta subseccién en la siguiente tabla:

| ker \| | Z2 x 7, Gr. Go g1 G1
1 - p+q—1|p+q—1|p+q-2] G}
P 1 2(¢+2) | 2(g+1) q+2 qg—1
q 1 - - - -

Pq - - 2 - »
; _

p2 1 qg—1 qg—1 q—2 ==
p*q - - - 1 -

Tabla 5.7: Enumeracién de las brazas torcidas de tipo G_; para p =1 (méd q).

5.1.5.

Brazas torcidas de tipo G,

Una presentacién del grupo Gy es la siguiente

Gi=(o,re|lo?=m"=€"=[0,7] =1, c0¢ ' =09, ere ' = 79).
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Por [17, Subsections 4.1, 4.2], la funcién

¢ : 22 % GLy(p) — Aut Gy, [(n,m),H] — h = {h|<a’7>n_f’
€ a"t™e
es un isomorfismo de grupos.

En particular, | Aut Gi| = p*(p — 1)*(p + 1) y tenemos que un p-subgrupo de
Sylow de Aut G; estd generado por oy = [(1,0), Id], ay = [(0,1), Id], v = [(0,0), C],
donde C es la matriz definida en la observacién 4.2.5. Ademads, a1 y ap generan un
subgrupo normal en Aut G;.

Notemos que para k # 0, —1 la funcién

A — i (o). 0] foum o Y]

es un monomorfismo de grupos. Mas atn, la férmula (F;) con k = 1 es vélida en
HOl(gl)

El procedimiento para verificar regularidad de un subgrupo es el mismo que
utilizamos hasta ahora por lo cual comenzaremos a omitir la estrategia a partir de
ahora salvo en los casos en que sea necesario.

Vamos a utilizar las formulas

agyatagt = arty, (5.18)
a b _\n an(n—1) an w bn_n
(TPagy)" =0 2 1%y Qg (5.19)

para a,b,n € Z.

Lema 5.1.22. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
requlares G de Hol(Gy) con |me(G)| =p es

H = <€,T,O'9%1CY1> = g(), W = <€,O‘,T97i10[2’7> ~ gO-

Demostracion. Salvo conjugacién, los subgrupos de orden p de AutG; son (ay),
(ad7y) para i = 1,2. Por lo tanto, H y W no son conjugados.

Si mo(G) = (), por el mismo argumento del lema 5.1.6 podemos mostrar que
G es un conjugado de H.

Sea G un subgrupo regular de Hol(G;) con m5(G) = (aby) parai = 0, 1. Entonces
K = ker my|¢ contiene un elemento de orden ¢ y entonces, salvo conjugacién por una
potencia de oy, podemos asumir que K esta generado por un elemento de la forma
T"€e y por algin v € (o, 7). Luego, G tiene la siguiente presentacion esténdar:

G = ("¢, v, uozéw

donde u,v € (o, 7). Como el p-subgrupo de Sylow de K es caracteristico en K y K
es normal en G entonces (v) es normal en G. Luego

wayy(ww™ =(u) € (u).
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En consecuencia, podemos asumir que u = ¢ y entonces u = 7¢ para ¢ # 0. Por la
condicién (K), tenemos

c imn, —1 —i_—c__ _n_(1-g)ctitn
TCaYT ey oy ' T =0T e € K.

Luego, (1—g)c+i = 0. Sii = 0 entonces ¢ = 0 y en consecuencia G no es regular. Por
lo tanto, i =1y ¢ = ﬁ. Por tltimo, usando (5.18), tenemos que G es conjugado

de W por ay "y ". O

Lema 5.1.23. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
requlares G de Hol(Gy) con |m(G)| = p* es

1 1 .
_ -1 =1 i\~ 72
Hi = (e, 05 Tay, T Tapy') £ Zy X Zg

para t =0, 1.

Demostracién. Los subgrupos de Aut G; de orden p? son (g, as), (a1, ) v (a1, asy),
salvo conjugacién. Entonces, los grupos del enunciado no son conjugados entre si
pues sus imagenes por m no lo son.

Sea G un subgrupo regular de Hol(G;) tal que |m2(G)| = p®. El nicleo de
es el unico g-subgrupo de Sylow de G por lo cual G es abeliano. Mas atn, salvo
conjugacién por el normalizador de mo(G) podemos suponer que estéd generado por
€.

Si mo(G) = (o, a9) entonces G es un conjugado de H, por un elemento de
t(Aut Gi) < Aut G; (véase el lema 5.1.7). En caso contrario, tenemos que

G = (e, uay, vakyy)

1 i
para ciertos u, v € (o, 7). Dado que G es abeliano se sigue que u = g1 y v = 791

por (5.18). Como v # 1 entonces i = 1 y por lo tanto G = H;. O

Utilizando la misma notacién de la observacién 4.2.5 definimos 8 = [(0,0), Dy.1]
y 65 - [(070)7D1,5] para 1 S S S q— ]-

Proposicién 5.1.24. Las brazas torcidas de tipo Gy con |ker \| = p* son (Byp, +,0)
donde (Ba,ba +> = Z?) >4’Dl,l Zq Y

ngZq, sta=b=q—1,
(Bap,0) = Z; XD, por Lg = Go, sita=q—1,b#q—1,
Gui1, caso contrario,
a+1

para 0 < a,b < q—1y (a,b) # (0,0). Mds ain, son bi-brazas y Bap = B g4 si y sélo

1(

si (¢,d) = (b,a) y entonces hay w de tales brazas torcidas.

Demostracion. Sea G un subgrupo regular de Hol(G;) tal que |mo(G)| = ¢. Por la
observacién 4.2.5 tenemos que, salvo conjugacién, un elemento de orden ¢ de G Ly(p)
es una matriz diagonal cuyas entradas son potencias de g. Argumentando como en
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la proposicién 5.1.8, también en este caso podemos mostrar que G es un conjugado
de algin subgrupo de la forma

Gap = (0,7,¢B58°).
Luego G, v G4 son conjugados por h € Aut G, siy sélo si
h(e)hBBh~" = ehBiBh ™" = 56T (méd (o, 7)),

es decir, 63§b|<(,77> =Dup y 5§Ed|<m> = D.q son conjugados.
Ademéds, o bien (a,b) = (¢,d) o bien (a,b) = (d,c). En particular hay w
de tales clases. El resto se sigue al igual que en la proposicién 5.1.8. O

El siguiente lema resume las clases de conjugacion de los subgrupos de orden pq
y p*q de Aut G;.

Lema 5.1.25. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
de orden pq y p*q de Aut G, es

Orden | G Pardmetros | Clase

Pq Hs = (aq, Bs) 0<s<q—1|Z,%x,Z,
U= <Of2,50> - qu
Ks = (v, Bs) 0<s<q—1]|Zy, sis=1,

Ly A g Ly, en olro caso

M = (1037, o) - Ly Xg Ly
V={(1,8) - Zy %y 7,

p*q Ts = (o, g, Bs) sE’B G
Rs = (a1,7, Bs) 0<s<qg—1]|Gs
N = <0517%g> - Jo
L = (a1, a7y, Ba-1) - Go

donde B es como en la seccion 4.2.

Demostracion. Los grupos de la tabla no son conjugados entre si. En efecto, si
h = [(n,m), M] conjuga a un par de grupos de la tabla entonces sus p-subgrupos de
Sylow son conjugados por h y sus restricciones a (o, 7) son conjugados por M. Un
analisis caso por caso muestra que estas dos condiciones no pueden cumplirse para
ningin par de grupos de la tabla.

Sea H un subgrupo de orden pq o p?q de AutG, y sea H (0,7 la restriccién de
la accién de H a (o,7). Si H|(, - tiene orden ¢ entonces, por la observacion 4.2.5
tenemos que H |y -y estd generado por D;, para s € B. Luego, salvo conjugacion,
H < ((Aut Gy). Utilizando la misma notacién del lema 5.1.9, tenemos que H es un
conjugado de alguno de los grupos {#Hi s, Has, W, Ts : s € B} por un elemento de
t(Aut Gi). Méas ain:
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w Sis#0,%1, YHy ) = Hys1, donde ¥ es el automorfismo que intercambia o
con T.

» el grupo W es conjugado de H; ; por un automorfismo de la forma [(0, 0), M],
pues Dy ; es central en GLy(p).

Por lo tanto H es un conjugado de alguno de los grupos {Hs, U : 0 < s < q—1}
si |H| = pq o de alguno de los grupos {7; : 0 < s < ¢ — 1} si |H| = p*q como
afirmamos en el enunciado.

Si H|(s) tiene orden pg entonces, por la observacion 4.2.5, salvo conjugacion
tenemos que H|;r) = (C,D1s) 0 H|pry = (C,Dy;1) para 0 < s < g — 1. Por lo
tanto

H = (afay'y, ajayf)

para 0 € {BS,B :0<s<qg—1}. Si0 = [y entonces t =0y sif = Bentonces
r = 0. Usando (Fy) para k = 1, salvo conjugacién podemos asumir que r =t = 0.
El p-subgrupo de Sylow de H debe ser normal, es decir si 6 = [(0,0), D; 5], usando
(5.19) tenemos que

r—1
nr—i—mr—Q mr_r

t s t—s
17 ay = (afay'y)" = a; gy

fatayy0~ = oy ay? o

para cierto r € Z. Luego, r = ¢*' y n,m satisfacen las ecuaciones del siguiente
sistema lineal:

209" =g +g" g = m =0
(¢ =g )m =0.

En consecuencia:
» sif=p,, 3 cons#0,27" entonces n =m =0, es decir H = K, 0 H = V;

» si # = [By-1 entonces m = 2n y por lo tanto, o bien n = m = 0 o bien, salvo
conjugacién por [(0,0),n"1Id], n = 1,m = 2, es decir H = Ky-1 0 H es un
conjugado de M;

= si # = [y entonces o bien n = m = 0 o bien, salvo conjugacién por el automor-
fismo [(0,0),n~*Id], m = 0 y n = 1. Puesto que as{a17, Bo)a, " = Ko entonces
H es un conjugado de K.

Sea H un subgrupo de Aut G, de orden p?q y sea H |(s,7y de orden pg. Entonces,
salvo conjugacién,
H = (a%a}', ojaby, 6)

donde 6 es o bien 35 o bien E . Usando (5.18) para verificar abelianidad del p-subgrupo
de Sylow de H se sigue que m = 0 y entonces podemos suponer que n =1y r = 0.
Dado que el p-subgrupo de Sylow es abeliano, se sigue que:

» sif = 3, para s # 27! entonces t(g°—g' %) = 0 y luego t = 0, es decir H = R.;

= si 0 = 3 entonces (1—g)t =0y luego t =0, es decir H = N;
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» sif = [55-1 entonces salvo conjugacién por un elemento de la forma [(0,0), z1d]
tenemos t € {0, 1}, es decir H es un conjugado o bien de Ro-1 0 bien de L.

]

El grupo

57)5 = <O', T, 061,042> (520)
es un subgrupo normal de Hol(G;) y Hol(G1)/$5 = Z, x GLs(p).
Lema 5.1.26. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
regulares G de Hol(Gy) con |me(G)| = pq es

mo(G) | Subgrupos Parametros | Clase #
Hy | Hye = (1,07 a1, €B) 0<s<qg—1,1|Ges q(qg —1)
1<c<qg—-1
H, = (0,701,675, 2<s<q |Gy -1
K, | K, = (0,77, 6%8,) 0<s<q—1,|Z XLy, si5=1, qg—1
s#271 Ga, en caso contrario.
u 5C=<O,Tri1a2,€cﬁo> 1<c¢<q—1|7ZxZyg sic=—1, qg—1
Go, en caso contrario.
U= (1,009, €1 ) - Go 1
M | M. = (0,77 Tan0dy, ¢Byr) | 1<e<q—1 | Goer ¢—1
V V= (0,77, (—:_2@ - Gs 1

Demostracion. Los grupos con la misma imagen por my pero de diferentes filas de
la tabla no son conjugados entre si puesto que sus p-subgrupos de Sylow no son
conjugados por el normalizador de su imagen por m,. El mismo argumento del lema
5.1.10 nos dice que los grupos de la misma fila no son conjugados entre si (utilizando
al grupo 9s).

Sea G un subgrupo regular de Hol(G;) con m(G) € {Hs, U : 0 < s < q—1}, es
decir con m(G) < t(Aut Gi). Entonces G < Gy x ¢(Aut Gi) y podemos suponer que

G = (u, va;, wePs)

para ciertos ¢ # 0 y u,v,w € {0, 7). Salvo conjugacién por un elemento del norma-
lizador de m5(G) podemos suponer que u € {o,7,07}.

Si ker my = (o7), la condicién (K) implica que s =1y ¢ = 1. En tal caso, salvo
conjugacién por h € Nayig, (H1), podemos suponer que el niicleo estd generado por
.

En consecuencia, reemplazando k = 1 en la demostracion del lema 5.1.10, se
sigue que G es un conjugado de alguno de los grupos de la tabla con la misma
imagen por s salvo conjugacién por un elemento de t(Aut G) (estamos usando que
(Fy) v (Py) son validas para k = 1).
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En los demés casos podemos suponer que G tiene la forma
G = (u,valah'y, wed)

para ciertos ¢ # 0 y u,v,w € (o, 7). Por la condicién (K) tenemos que ker my|¢ = (o)
y luego v, w € (7).
Sea m3(G) = K. Entonces

G = (o, T, Tbecﬁs>

para a # 0 y entonces, salvo conjugacién por h = [(0,0),a 'Id] podemos asumir
que a = 1. En K, se satisface la relacién 8,73; ! = 79175. Entonces la condicién (R)
y la férmula (5.19) implican que

1-s 1-s

=777y (méd (o))

—s

1-s (R

(TbECBS)T’)/(T%Cﬁs)*l :Tgs+cf'yg s (B <7_f>/>g1

=

y luego ¢ = 1 — 2s; en consecuencia, s # 271 Como (7%!72%4,)9 € kermo, si s = 1
entonces b = 0 (ver (P;)). En otro caso, G es un conjugado de K, por 4" donde
n= b

Los otros casos son analogos por lo cual omitimos los calculos. O

Lema 5.1.27. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
requlares G de Hol(Gy) con |mo(G)| = pq es

mo(G) | Subgrupos Pardmetros Clase #
T | Toa= <ag%1a1, 7T, €B,) seB\{-1}, Gs 7((171)2((]“)
1<d<qg-1
f—l,d = <aalja1,7911a2, elB_y) de G, q%l
T, = (ag%lal,aw%l()@,esflﬁg se B\ {1} Gs ol
T, = <Tag%1a1,7'glja2, el=*B,) sePB\ {1, -1} g, q%l
Re | Ro=(oiTanm, ™5 @ 28) | 0<s<q—1,5427| G, | q—1
N |N= <0’ﬁa1,7'"y,7'%6_2§> - Go 1
L Zd:<0ﬁa177ﬁa2776dﬁ2*1> 1<d<qg-—-1 Go q—1

donde A es el conjunto del lema 5.1.21.

Demostracion. Veamos primero que los grupos de la tabla no son conjugados entre
sti:

» con s # —1, si ﬁvd (resp. Zd) y fs,c (resp. Zc) son conjugados por algin
elemento del normalizador de sus imagenes por m entonces, comparando las
imégenes en el cociente Hol(G)/$5 se sigue que ¢ = d (el mismo argumento
muestra que los grupos T, v T's para s # —1 y los grupos Lq no son conjugados
entre si). Si s = —1 el mismo argumento muestra que ¢ = —d.
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» sime(G) = T, para s # £1 entonces la accion de h € Nayg, (WQ(G)) restringida
a (o, 7) es una matriz diagonal. Por lo tanto, los grupos Tsd, T,y T, no son
conjugados puesto que sus p-subgrupos de Sylow no lo son.

msis£—1ly i a4y T, ¢ son conjugados entonces, comparando sus imagenes en
el cociente Hol(gl) /%5 se sigue que ¢ = d (el mismo argumento muestra que
los grupos T, y T, para s # —1 y los grupos Ly no son conjugados entre si).

» si mo(G) = T_1 entonces la accién de h € Naytg, (m2(G)) restringida a (o, 7) es
un matriz diagonal o bien tiene la forma

0 b
)

Los grupos T 1y T_1 y los grupos T ley T 1,—c son conjugados por el au-
tomorfismo ¢ que intercambia ¢ con 7. Los otros grupos no son conjugados
puesto que sus p-subgrupos de Sylow no lo son.

Sea G un subgrupo regular y sea m(G) = T, < ((AutGy) para cierto s € B.
Podemos repetir el argumento del lema 5.1.11 para mostrar que G es un conjugado
de alguno de los grupos de la tabla (las férmulas (Fy) y (Px) se camplen para k = 1).

En otro caso, como en el lema 5.1.26 tenemos que G tiene la forma

G = (09%041, ualyy, wed)
parac#O,i:O,lyee{ﬂs,E:Ogsgq—l}.

» Sim(G) = R, salvo conjugacién por una potencia de oy podemos suponer que
w € (1) y que u € (1) salvo conjugacién por una potencia de . Conjugando
nuevamente por un automorfismo de la forma [(0,0), zId] podemos suponer

que u = 7. Como
1—s

BBt = (1)

la condicién (R) implica que los dltimos dos generadores de G satisfacen la
_1-—s

misma relacion. En consecuencia c =1 —2sy w = 7% Por lo tanto G es

un conjugado de R,. Si mo(G) = N podemos concluir que G es un conjugado
de N en forma andloga.

» Sim(G) = L, salvo conjugacion por un elemento de la forma

o7 2]

podemos suponer que u € (7). Por (5.19) tenemos que

-1
27lg? -1

_ -1
Byraoy(Ba-1) =0T 7 (agy)?
1

Como en el caso anterior, la condicién (R) implica que w € (1) y u = 79-1.
Finalmente GG es un conjugado de L. por una potencia adecuada de a;. O]
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En las siguientes tablas resumimos el contenido de esta subseccion.

ker A Z]%XZQ G, k#0,+1,2 Go Go G4 G
1 - q+3 2¢+1|qg+3 ‘1;—3 q
D 2 2(¢+1) 3q 2¢ |q+1]| ¢
q 2 - - - -
pq - - - 2 - -
P’ 1 q—1 ¢—1|qg-1| 5 [q-2
P’q - - - - - 1

ker A\ | Z2 x Zs | Go | G-1 | G
1 - 6 4 3
P 2 6 ) 3
3 2 - - -
3p - 2 - -
P2 1 |21 |1
3p? - - -1

Tabla 5.8: Enumeracién de brazas torcidas de tipo G; con p =1 (méd q)
para el caso ¢ > 3 (arriba) y para el caso ¢ = 3 (abajo).

5.2. Brazas torcidas de orden qu
con p=—1 (mdd q)

En esta seccién, suponemos que p y ¢ son primos impares con p = —1 (méd q)
(recordemos que estamos omitiendo el caso ¢ = 2y p?q = 12) y que H(z) = 2> +&x+1
es un polinomio irreducible sobre Z, tal que su matriz compatera

F= [(1) :ﬂ (5.21)

tiene orden ¢ (véase seccién 4.3).
Como vimos en la seccién 4.3, en estas condiciones tenemos un 1nico grupo no

abeliano de orden p?q:

Gr= (o, elo? =77 =€l =1, eoc!

=7, ere =078 272 xp Zy.

Un automorfismo de G estd determinado por la imagen de los generadores, es decir
por la restricciéon a (o, 7) dada por una matriz y por la imagen de e. De acuerdo
con [17, Subsections 4.1, 4.4], la funcién

h"<0’,T> - Mi

n.m +1

¢ : 22 %, (Nap,p(F)) — Aut G,  [(n,m), M] — hy = {
€ o"TMe
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donde ¢([(n,m), M]) = hy si M € Cgr,p)(F) y h— en otro caso, es un isomorfismo
de grupos. La forma de M, = hi|<w> es la siguiente:

r oy vy =&
M, = , M_ = 5.22

i L/ x—ﬁy] {y —x] (5.22)
donde x,y € Z, y 2*+y* —Exy # 0. El p-subgrupo de Sylow de G es caracteristico,
por lo cual la funcion

v:AutGr — AwtGr/{o,7), hy— +1

es un morfismo de grupos. El niicleo de v es Aut Gp™ = Z2 X Car, ) (F) y contiene
al p-subgrupo de Sylow de Aut Gp, generado por ay = [(1,0), Id] y as = [(0, 1), Id],
y a los elementos de orden impar de Aut Gp.

Proposicién 5.2.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(Gr). Luego |mo(G)| # p, pq.

Demostracion. Sea G un subgrupo regular de Hol(Gr). El grupo Gr no tiene subgru-
pos de orden pq y entonces |mo(G)| # p. El grupo Gr es el tnico grupo no abeliano
de orden p?q y no tiene subgrupos normales de orden p. Si my(G) = pq entonces G
tiene un subgrupo normal de orden p y entonces debe ser abeliano. En consecuenca,
mo(G) es un subgrupo abeliano de orden pg de Aut Gg. Por otro lado, Aut Gr no
tiene subgrupos con esas propiedades, lo que da lugar a una contradiccion. O

El subgrupo
ﬁF == <0, T, Oél,CY2> (523)
es normal en Hol(Gr).
Lema 5.2.2. Las brazas torcidas de tipo Gr con |ker \| = p* son (Bq,+,0) donde
(Bay+) =Zyxr Zy y
72 x 7 a=q—1
(Buyo) = 22 0 puss 2,2 | B ¥ B 10 =1
Fa Gr, en otro caso
para 1 < a < q—1. En particular son todas bi-brazas.

Demostracion. Los grupos

Gy = (o,7,€"f)

donde f = [(0,0), F] tienen orden p?*q y son regulares. Sea $r el subgrupo de (5.23)
y supongamos que G, y Gy son conjugados entre si por h, entonces

h(E)ahfh_lf)F — Eﬂ:ale:lSjF — (Ebf)ng)F

para cierto n. Luego n = £1 y a = b.

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gr) tal que |m3(G)| = ¢. Salvo conjugacion,
podemos suponer que m(G) estd generado por f. El niicleo de 75 es el p-subgrupo
de Sylow de Gr y entonces podemos suponer que

G = {(o,7,¢"f)

donde a # 0. Argumentando igual que en la proposicion 5.1.8 podemos exhibir la
estructura de la braza torcida asociada al grupo G,. [
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Lema 5.2.3. Fuxziste una unica clase de conjugacion de subgrupos requlares G de
Hol(Gr) con |mo(G)| = p?. Un representante estd dado por

H = (e, uay, wag) = Z2 X Zy
donde u = (F — 1) (o) yw = (F —1)7(7).

Demostracion. El grupo H tiene las propiedades deseadas. Supongamos que G es
un subgrupo regular de Hol(Gr) con |m(G)| = p?. Entonces la imagen de 7 es
el p-subgrupo de Sylow normal de AutGr' generado por a; y as. Salvo conjuga-
cion, podemos suponer que el nicleo estd generado por € y entonces tenemos que
G = (e,ucy,was). El nicleo de w5 es un subgrupo normal de orden ¢ de G y en
consecuencia G es abeliano. Luego, por abelianidad, se sigue que v = (F — 1)7!(o)

yw=(F-1)"Y(7). O

Observacion 5.2.4. Vamos a enunciar algunas propiedades que satisface la transfor-
macién lineal definida por la matriz (5.21) y que utilizaremos en lo que sigue.

(i) Sea W un polinomio. Entonces
ker (W (F')) # 0 siy sélo si W(F) =0. (5.24)

En efecto ker(W(F')) es un subgrupo F-invariante y entonces es igual a 0 o
bien a Z12>' Por lo tanto, el algebra de polinomios generada por F' es un cuerpo
y, mas ain, si Wy y Wy son polinomios, entonces Wi (F') = Wy(F) si y sélo si
Wi (F)(x) = Wy(F)(z) para cierto « # 0.

(ii) Sea n € N. Como

H(F")—H(F) = F™ —¢(F"+1— (F>4+£F+1)
= (F'—F)(F"+F+¢&=(F"=F)(F"-F1)
~——

=—F-1

y la matriz F satisface la ecuacién H(F) = F? + (F + 1 = 0, tenemos que
H(F")=0siysélosin==%1 (mdd q).

(iii) El automorfismo F' actiia en forma irreducible sobre Z2 y entonces
(z, F(z)) =72 (5.25)
para todo x # 0.
Definamos la funcién ¥ como

\II:Z;—>ZP, (z,y) = 2* +9y* — o +y — Eay.

Es facil ver que ¥ es sobreyectiva.
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Lema 5.2.5. Sea v € (0,7), v = F(v) — (1 + F)o y S, = (vay,vas) < Hol(Gg).
Entonces

202 (p* — 1), siv= (g5, —z):

Nrtoigr) (So) N Aut G| =
| NHol(gr) (Sv) P {2p2(p_1), en otro caso.

Mas ain, si S, y Sy son conjugados por un elemento de Aut Gr entonces se cumple
que ¥(v) = ¥(w).

Demostracion. Sea h = [(n,m), M,] € Aut Gr como definimos en (5.22), es decir
que My € Car,p (F). Entonces

hS,h™t = (M(D)afal, M(v)a; Yoy ).

La igualdad hS,h~! = S,, es equivalente al siguiente sistema lineal de ecuaciones:

{M(ﬂ) = W + yw (5.26)

M(v) = —yw + (x — {y)w.

Dados v = o™"7™ y w = o7, podemos convertir al sistema (5.26) en un sistema lineal
en x e y. Este sistema que tiene originalmente 4 ecuaciones en x e y es equivalente
al siguiente sistema homogéneo:

m—t —Em+s+n—1||z| |x|
[n—s —m—i—{s—t—l} [y}_L{y}_o' (5.27)

Si el sistema admite solucién no trivial, es decir S, y S, son conjguados, entonces
det(L) = ¢(n,m) — (s, t) = 0.

Tomando v = w, es ficil deducir que si v = (gﬁa —6%), todo (x,y) € Zz es
una solucién de (5.27), es decir Aut G; normaliza S,. En otro caso, las soluciones de
(5.27) estan dadas por y = 0.

Un argumento similar nos lleva a la misma condicién para el caso en que conside-
ramos M_ como en (5.22), con la propiedad M_F = F~'M_. En ese caso, llegamos

a que S_1__ 1 es normalizado por cualquier h = [(n,m), M_], caso contrario los
§+27 £+42

coeficientes de M_ satisfacen v =0 e y # 0. O

Lema 5.2.6. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
requlares G de Hol(Gr) tal que |mo(G)| = p*q estd dado por

Grupos ‘ Pardmetros ‘ Clase ‘ #
Ge = (uear, f(uc)ag,ef) [1<c<qg—1,c#-2| Gp |q—2
Hy = (Va1 Va0, °f) | 1<a<p—1 Gr |p—1

donde f =1(0,0), F], u. = H(F*™)™Y(F — 1)"Y(F¢ — 1)(F°"2 - 1)(0) y el conjunto
{v, € Zi :a € Zy} es un conjunto de representantes de los conjuntos de nivel de ¥
con V(v,) =a y v, = F(v,) — (1 + F)(0) (como definimos en el lema 5.2.5).
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Demostracion. Los subgrupos G del enunciado son regulares.

De hecho, tenemos ¢ € m(G.) y, de acuerdo con el lema 4.1.4(2), también
tenemos que (u, f(u.)) C m(G.) y por la observacion 5.2.4(iii), {u., F(u.)} es una
base de Z3. Entonces |1 (G.)| > p* y luego m1(G.) = Gp (andlogamente para H,).

Si G, es un conjugado de G4 o de H,, entonces podemos argumentar como en el
lema 5.2.2 y conseguimos que ¢ = d o ¢ = —2. Si H, y Hj, son conjugados entonces
sus correspondientes p-subgrupos de Sylow también lo son. En consecuencia, por el
lema 5.2.5 tenemos a = ¥(v,) = ¥(v,) = b.

El dnico subgrupo de orden p?q de Aut G estd generado por los elementos oy,
as y f =1[(0,0), F] y es isomorfo a Gr. Entonces la presentacién estdndar de un
subgrupo regular G de Hol(Gr) con |ma(G)| = p?q es

G = (ueay, velas, wef)

donde u,v,w € (o, 7). Las condiciones (R) son:

(ue"ay )P = (vebap)? = (wef)? =1 (5.28)
(we® fuear (we )™ = velay (5.29)
(we® flvePay (we )™ = (ueay) H(veban) 8. (5.30)

Por (5.28) obtenemos a = b = 0. Si ¢ = 0 entonces por el lema 4.1.4(1), se tiene que
m(G) C (o, 7) y en consecuencia G no seria regular. Podemos suponer entonces que
¢ # 0y las ecuaciones (5.29) y (5.30) son equivalentes a

{v = Fet(u) — (F = 1)"(F* = 1)F(0) (5.31)

h(F)(u) = (F = 1)7H(F° = D(F2 = 1)(0).

De acuerdo con las observaciones 5.2.4(ii) y (i), si ¢ # —2 entonces H(F°*!) es un
automorfismo de ZZ. Si ¢ # —2 entonces sustituyendo la segunda ecuacién en la
primera en el sistema (5.31) y utilizando que F? = —¢F — 1 conseguimos que (5.31)
es equivalente a

{” =Fw ) (5.32)
w= h(F) 1 (F — 1)7Y(Fe — 1)(Fe2 — 1)(0).

Por lo tanto u = u,. queda univocamente determinado por ¢ y ademas

G = (ucan, f(uc)aa, wef)

donde ¢ # —2. Si ¢+ 1 = 0, la dltima condicién en (5.28) implica que w = 0y
entonces G = G_.

En otro caso, veamos que G es un conjugado de G, por algtin elemento de la
forma h = afal' para ciertos n,m. En efecto, h centraliza (ucy, f(u)as) y luego
hGh™! = G, si y sélo si el conjugado del 1ltimo generador pertenece a G., es decir

hwefh™t = w’a?*ma;"Jr(HE)mécf

= (ue0r)" ™ (f (ue)ap) THIFOIMEe f € @G, (5.33)



106 CAPITULO 5. BRAZAS TORCIDAS DE ORDEN p2q - CASO NO ABELIANO

La ecuacién (5.33) es equivalente a que w = nx + mF(x) donde

(FC _ 1)(Fc+1 _ 1)(Fc+2 _ 1)

v= (F = ) H(F) 7 0.

De acuerdo con la observacion (5.2.4)(iii), {z, F(z)} es una base de Z2 y por lo tanto
w e (z, F(x)).

Sea ¢ = —2. En este caso, la segunda condicién de (5.31) es trivial de acuerdo
con (5.24) y la primera es equivalente a

u=F(v)—(F+1)(o) =0 (5.34)

Si v = (z,y) entonces v = (—y — 1,z — {y — 1). Como G es regular, entonces u y v
son linealmente independientes, es decir

z —y—1

det[v 5}:det [y v Ey—1

} = U(z,y) #0. (5.35)
La cantidad de soluciones de la ecuaciéon ¥(z,y) = 0 es p + 1, por lo tanto hay
p?> — p — 1 elecciones para v.

El p-subgrupo de Sylow de G es el grupo S, = (vay, vas). De acuerdo con el lema

5.2.5, 81 v = (&%2, —flﬁ) entonces S, es normalizado por Aut Gp, caso contrario su
normalizador tiene indice p + 1 en Aut Gr. En consecuencia, hay
2_p—2 -2 1
ror=2 ., _@=2@+) 4 _
p+1 p+1

elecciones para v salvo conjugacion y los representantes se pueden elegir para que
sean {v, : 0# a € Z,}, pues el valor de ¥(v) es un invariante. Por lo tanto, podemos
asumir que G es un conjugado de algtin grupo de la forma

G = <,17a051) Va2, ’UJ€_2f>

para cierto 1 < a < p — 1. Veamos que G es un conjugado de algin H, por cierto
h € (o, ). En efecto, esto es equivalente a que

F=2_1 F=21 - ~ -
hwe 2fh™! = wo™ T M T 04?+m04£n(1+5) " = (Ta))" T (vg0) O

Trabajando con esta condicion, resulta ser equivalente a que w € (z,y), donde
r=v—v+z y=v+ 1+ v+ F(2)
con z = (F' 4+ & —1)(0). Es facil verificar que
det [z y] = —(€+2)¥(v,) # 0,

es decir que z,y es una base y luego GG es un conjugado de H,. [
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Resumimos el contenido de esta seccién en la siguiente tabla:

[ ker \| | Z2 x Z, Gr
1 - p+q—3
q 1 -
2 1 -2
p q

P’q - 1

Tabla 5.9: Enumeracion de brazas torcidas de tipo Gg
para p = —1 (méd q).

5.3. Brazas torcidas de orden p?g
con ¢=1 (méd p) y q#1 (méd p?)

En esta seccién asumiremos que p y ¢ son primos tales que ¢ = 1 (méd p)y g # 1
méd p?) (incluyendo el caso p = 2 salvo indicaciéon contraria). Sea r un elemento
p y p

fijo de orden p en Z;. Como p?q # 12, los grupos no abelianos que nos interesan en
esta secciéon son los siguientes:

i) Zy X, Zyp = (0,7 0" =71=1, 0107 =77);
q p
(H) Zp X (Zq Ar ZP) = <0—>T76’0p =1r =€l =1, [677_] = [7—, U] =1, oeol = €T>.

Las tablas 5.10 y 5.11 resumen la enumeracién de brazas torcidas de acuerdo a
la clase de isomorfismo de sus estructuras aditivas y multiplicativas.

+\o | Zopy | Zg %0 Lop | 22 X Ly | Ly X (Zig Xy )

Lg Xy Ly 2p | 2p(p—1) - -
Ly X (Lg Xy Zyy) 4 6p — 4

Tabla 5.10: Enumeracién de brazas torcidas de orden p?q
con ¢ =1 (mdd p), ¢ #1 (méd p?) y p > 2.

+\o | Zag | Zg X1 Ly | T3 X} Ly | Ly X (Zg X1 o)
Zq X_1 Z4 2 2 2 4
ZQ X (Zq A _q Zz) 2 2 2 4

Tabla 5.11: Enumeracién de brazas torcidas de orden 4¢q con ¢ =1 (méd 2) y
g # 1 (méd 4). Notemos que en este caso podemos asumir que r = —1.

5.3.1. Brazas torcidas de tipo Z; X, Z,

En esta seccién notaremos por A al grupo Z, X, Z,2. Utilizaremos la siguiente
presentacion:

A= (o, 7| o =71=1, 010 = 7).
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De acuerdo con [17, Subsection 4.5], la funcién

T 7t

o — Tighrtl

Ly x (Lg X ZF) — Aut A, (k,j,i) = ¢f; = {

es un isomorfismo. En particular, p?q divide a | Aut A| = pg(q—1) y entonces tenemos
que verificar todos los posibles valores para el orden de la imagen de un subgrupo
regular bajo me. Notemos que Z(A) = (o) y luego (7, 0P) es un subgrupo abeliano
caracteristico de A de orden pq.

Las clases de conjugacion de los subgrupos de Aut A estan dadas por la tabla
5.12.

Orden Grupos Parametros Clase
p <90f,0> O0<k<p-—-1 L,
<<P%,0> -
q <90(1),1> - Zq
P’ <90i0= ‘Pg,o> - Z;%
pq (@f,Oa 30(1),1> 0<k<p-1 Lg Ay Ly
<90%,0> 90?,1> - Lypq
p*q <§0%,07 909,07 ‘P(l),1> - Ly X (Zyq Xy L)

Tabla 5.12: Clases de conjugacion de subgrupos de Aut A.

Lema 5.3.1. La tnica braza torcida de tipo A con |ker \| = p? es (B, +,0) donde

T To T+ r¥zy T To 221 4+ r¥1a,
—Iv— = s O =
Y1 Y2 Y1+ Y2 Y1 Y2 Y1+ Y2

para todos 0 < x1,29 < q¢ — 1 y para todos 0 < yi,y2 < p* — 1. En particular,
(B, o) = Zyz,.

Demostracion. Consideremos el grupo
1
_ =10 \ ~~
G = (o, 77 1901,1> = L2y

El subconjunto 71 (G) contiene a (o) y a 771 y por lo tanto |71(G)| > p?. Como
ademds divide a pq, tenemos que 7 (G) = A y de acuerdo con el lema 4.1.3 tenemos
que G es regular.

Sea GG un subgrupo regular de Hol(A) con |m(G)| = ¢. Por la tabla 5.12, tenemos
que mo(G) = <gp(1)71>, que resulta ser un subgrupo normal de Aut A. Los subgrupos
de orden p? de A son todos conjugados de (o), por lo cual G tiene la siguiente
presentacion estandar:

G = (o, 70"} ,) = (0, 01 1),

Por la condicién (K), tenemos que a = 2. La férmula del enunciado se sigue por

el mismo argumento del lema 5.1.4. [



5.3. ORDEN p?q CON ¢ =1 (méd p) Y ¢ # 1 (mdd p?) 109

Vamos a considerar el grupo &; = (o7, 7, ¢} ) <Hol(A) para el cual se cumple
que Hol(A)/&, = Z, x Z, x L.

Lema 5.3.2. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
requlares G de Hol(A) con |me(G)| = p estd dado por

ma(G) | Grupos Pardametros | Clase #
<SD%,0> Ga = <Ta 0—177 0a¢%70> 1 S a S p— 17 A7 St p > 2 p—= 1
ZQX(Zq >4,1Z2), Slp:2

Lipy sta=p—1
k = P gopk <a<p-— : pea
(%,0) Huyp= (1, o, 0 %,o> l<a<p-1,1p>2 { A en otro caso

5. Z4p sik=0
O<ks<p-1 p_z'{zgxzp sik=1

Demostracion. Los grupos G de orden p?q en la tabla tienen la forma general:
(1, of, o0)

donde 1 <a <p—1y0e{pl, e} Luego, (1,07) Cm(G)y o* € m(G). Por lo
tanto |71 (G)| > pq y ademds divide a p*q. Entonces, 71(G) = A y de acuerdo con el
lema 4.1.3 tenemos que G es regular.

Si G, v Gy son conjugados entre si entonces sus imagenes por el epimorfismo
canénico al cociente Hol(A)/®; son iguales, es decir (0%p1,) = (0%p},) y por lo
tanto a = b (la misma idea aplica para los grupos H, ). Mas aun, G, y Hpj no son
conjugados puesto que sus iméagenes por m, no lo son.

El tnico subgrupo de orden pg en A es (1,07). Si G es un subgrupo regular de
Hol(A), debemos considerar dos casos de acuerdo con la tabla 5.12. Si m(G) = (] o)
entonces G tiene la siguiente presentacién estandar:

G = <77 Upa Tbgagp%,[ﬁ = <7-7 Up? O’a(p},0>

donde 1 <a <p-—1, es decir G = G,.
Si my(G) = (pf) para 0 < k < p — 1, una presentacién estandar de G es

G = (1, o*, a“gofp)
conl<a<p-—1,esdecir G=H,. O

Lema 5.3.3. Un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de subgru-
pos regulares G de Hol(A) con |ma(G)| = pq es

m2(G) Grupos Parametros | Clase #

1
<‘Pi,0» ‘P(l)ﬂ Gq = (o?, U(I"P},Ov TT’190(1),1> I1<a<p-1|p>2:Zp, p—1
pZQIZQ X (Zq ><1,1Z2)

1
(@Fos @01) | Hop = (07, 0%@kg, 7710 ) [1<a<p—1|p>2:A pp—1)
Z4 SZkIO
<k<p-— =2 a
Osksp-lip=2 {ngzq sik=1
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Demostracion. El mismo argumento del lema 5.3.2 muestra que los grupos del enun-
ciado son regulares y que no son conjugados entre si.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) tal que |m(G)| = pg. De acuerdo con la
tabla 5.12 tenemos dos casos y en ambos la imagen de 7y es normal. Salvo con-
jugacién, el tinico subgrupo de orden p de A es (o) y entonces kermy = (o?). Si
72(G) = (it @, entonces

G = <Up7 TbO_a(ﬁiO: Tcadsp[l)J)‘
Por las condiciones (R) tenemos que:
= el tercer generador tiene orden ¢ médulo (o) y se sigue que d =0 (méd p);

= los tltimos dos generadores conmutan médulo (o?) y por lo tanto ¢ = rT11

Si a = 0 (mdd p) entonces por el lema 4.1.4(1) se tiene que m(G) C (oP, T),
lo cual es una contradiccién por regularidad. Por lo tanto, podemos suponer que
1 <a<p—1yentonces

_ p b _a, 1 % 0
G= (o, 70 P10 T7 1901,1>-
1—r
ra—1-°
Si m(G) = (p*,, ¥9,) entonces, por los mismos célculos del caso anterior, la
presentacion estandar para G es

Ahora, el grupo G es un conjugado de GG, por h = gp(in donde n = b

_ /. p .b_a k 10
G = <U y T O @r,O’ T 1@1,1>'

Por el mismo argumento, podemos suponer que 1 < a < p—1.S5ia=p—1, a partir
de (tPa?= 1l )P = T%(aP " k)P € (0oP) se sigue que b = 0. En otro caso, G es un
conjugado de H, ; por medio de alguna potencia de go(l),l. Para ver esto, notemos que
¢}, = (¢} ,)" centraliza al primer y al tercer generador de Gy que se cumple que

0 b_a k 0 \—1 _ b+nT::1 a(, .0 \(1-r)n,  k
(901771)(7' o @r,o)(SDLn) =T to (S01,1) L2
ra+171 1
_ btnt—— —1.,0 Y(=-r)n__a k
=T (T T) ) 0 Pro-
Luego, n = b% nos servira. O

Proposicién 5.3.4. Sean p > 2 y G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces
(G| € {p*, *a}-

Demostracion. Si p > 2 entonces
a n a(p2=b 4y n
(0"t o)" = o) (1) (5.36)

para todo n € N.
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Sea G un subgrupo de Hol(A) de orden p?q. Si |m2(G)| = p? entonces de acuerdo
con la tabla 5.12 y el hecho de que el nicleo de 73 es el g-subgrupo de Sylow normal
de A, tenemos la siguiente presentacién estandar para G-

G = <T7 Tbo-a(pi,ov Td06902,0> = <7_7 O'a(pio, 0-6902,0>'

Por la condicién (R), (0% )P = (0°¢),)? € (7). Usando la ecuacién (5.36) tenemos
que a =c=0 (méd p).

Supongamos que |m2(G)| = p?q. De acuerdo con la tabla 5.12, G tiene la siguiente
presentacion estandar:

G = <7'a‘7b90i0= Tcad%q,()v TéUfSO(l),1>

donde los primeros dos generadores tiene orden p y el tercero tiene orden ¢. Luego,
f=0yb=d=0 (méd p) para lo cual estamos utilizando la férmula (5.36)
nuevamente. El grupo (oP, 7) es caracteristico en A.

Por lo tanto, en ambos casos, de acuerdo con el lema 4.1.4(1) tenemos que
m(G) C (0P, 7) y entonces G no es regular. O

El dltimo resultado es bastante diferente cuando consideramos el caso p = 2.
Podemos verlo en los siguientes lemas.

Lema 5.3.5. Sea p = 2. Eziste una unica clase de conjugacion de subgrupos requ-
lares de Hol(A) con |mo(G)| = 4. Un representante estd dado por

H = (r, 090%,07 0290(11,0> & Lo X (Lg X1 Za).

Demostracion. Para el grupo H, tenemos que {7, 70 : 0<n<¢q—1}Cm(H)y
0? € m(H). Luego, |7 (H)| > 2q y debe dividir a 4¢q. Entonces, H es regular por el
lema 4.1.3.

Sea G un subgrupo regular con |m(G)| = 4. De acuerdo con la tabla 5.12,
tenemos que G tiene la siguiente presentacion estandar:

G = <T7 Ua‘pi,ov gb(p(i170>

donde 1 < a,b < 3. Por la condicién (R) tenemos que (0°¢”, )*> = 0* € (7), por
lo tanto b = 2. En consecuencia, a =10 a = 3. Si a = 1, tenemos que G = H y si
a = 3, el grupo G es un conjugado de H por 90%,0- O]

Lema 5.3.6. Sea p = 2. Fxiste una unica clase de conjugacion de subgrupos regu-
lares con |mo(G)| = 4q. Un representante estd dado por

_1 -~
H = <090%,0a 02(100—1,07 T 2@?,1) X Ly X (Lg X -1 La).

Demostracion. Anédlogamente al lema 5.3.5, se puede verificar inmediatamente que
el grupo del enunciado es un subgrupo regular de Hol(A). Un subgrupo regular con
|T2(G)| = 4q tiene la siguiente presentacién estandar:

_ a b 1 c _d, 0 e _f, 0
G = 0 P10 TO P 10, TO 901,1)‘
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Por la condicién (R) tenemos que (7%0%p] ¢)? = (7¢0%%, ()? = (90l )T =1y
entonces b € {1,3}, d € {0,2} y f = 0. Como 7, es un elemento central en m3(G),
nuevamente por la condicién (R), tenemos que TaO'bQOiO es central en GG, por lo tanto
a:cye:—%yluego

_ J/_a b1 cd 0 -0
G = (1 $10 TO P 10, T 2%,1)

para cierto 1 < a < ¢ — 1 y las condiciones sobre b y d de antes. Podemos suponer
que b = 1, en otro caso conjugamos por 90%70. Si conjugamos por gp%_a, obtenemos

_ 1 d, 0 -0
G = <‘7901,07 0¥ 10 T 2901,1>-

Por 1ltimo, por regularidad se sigue que d # 0, y en consecuencia d = 2 y consegui-
mos el grupo H. ]

Resumimos el contenido de esta subseccién en las siguientes tablas:

ket | | Zyoy | Zg X, Zpp
p |[p—1| plp—1)

pq p |pPP-p—1
P’ 1 -
p°q - 1
|k€I‘ /\| Z4q Z% X Zq ZQ X (Zq X _q Zg) Zq X _q Z4
1 - - 1 -
2 - 1 1 1
4 1 - - -
¢ |- - 1 :
2 1 1 1 -
4q - - - 1

Tabla 5.13: Enumeraciéon de brazas torcidas de tipo A
para ¢ =1 (méd p), ¢ #1 (méd p?) y p > 2 (arriba)
g=1 (méd p), ¢ #1 (méd p?) y p = 2 (abajo).

5.3.2. Brazas torcidas de tipo Z, x (Z, %, Z,)

En esta seccién notaremos por A al grupo Z, x (Z, X, Z,). Una presentacién de
este grupo es

A= (o relo? =P =1 =1, [e,7] = [r,0] =1, cea™ ' = €").
De acuerdo con [17, Subsection 4.6] la funcién

¢ : (ZP X Z;) X (Zq X Z’;) — AUt A7 [(l72)7 (87.])] = al,iﬂs,j
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donde
€€ € e
Q=7 T Y Bsj =TT
o— Tlo o+ o

es un isomorfismo de grupos. En particular, notemos que «a;; y 35, conmutan. En
particular, p?q divide a | Aut A| = pq(p—1)(¢—1) y por lo tanto debemos considerar
todos los valores posibles para el orden de la imagen de un subgrupo regular por 7.
Las clases de conjugacion de subgrupos de Aut A aparecen en la tabla 5.14.

Orden Grupos Clase
p (a11) Ly
(Bor)
<Oé1,150,r>
q <Bl,1> Zq
Pq (a1, Bia) Lipq

(Bors Pr1) Lg Xy Ly
(a11Bors Pr1) | Zg Xy Zy

P’ (11, Bor) ZZ
p2q <Oé1,1, 51,1, 50,r> A

Tabla 5.14: Clases de conjugaciéon de subgrupos de Aut A.

El procedimiento para verificar la regularidad de un subgrupos ya lo realizamos
en suficientes ocasiones por lo que omitiremos esa parte en lo que resta de la seccion
5.3.

Proposicién 5.3.7. La tnica braza torcida de tipo A con |ker \| = p* estd dada
por B = By X By, donde By es la braza torcida trivial de orden p y Bs es la unica
braza torcida de tipo no abeliano de orden pq con |ker Ap,| = p. En particular,
(B, o) = Z}% X L.

Demostracion. El tnico subgrupo de orden ¢ de Aut A estd generado por [ y
el nicleo es un p-subgrupo de Sylow de A que podemos tomar como (o, 7) salvo
conjugacion. Por lo tanto I = (1), < ker \NFix(B) N Z(B,+) y entonces I es un
ideal de B contenido en Z(B,o). El subgrupo J = (¢,0); < (B,+) es un ideal a
izquierda y como 7 € Z(B, o) entonces J es un ideal de B. Luego, B =1+ J y
INJ = 0y entonces B es un producto directo de la braza torcida trivial de orden p y
una braza torcida By de orden pq con | ker A\g,| = p. De acuerdo con el teorema 3.3.6,
existe una tnica braza torcida con esas condiciones y cumple que (By,0) = Z,,. [

En lo que sigue vamos a considerar al subgrupo &, = (¢, 7, ay 1, 51,1) < Hol(A).
Este subgrupo cumple que Hol(A)/®y = Z), x 7 X 7.
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Lema 5.3.8. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
regulares G de Hol(A) con |ma(G)| =p es

mo(G) | Grupos Parametros | Clase #
(1) | K=(e, 7, cay) - p>2:A 1
p= 2: Zq N _q Z4
<ﬁ077"> L= <67 g, 7-/80,7“> - A 1
72 x 7, sic=—1
= = _ . 'p q _
GC <67 T, Uﬁo,r> 1§C§p 1 p>2 sic;é—l P 1

p=2:735x1Z,

72 x7Z, sic=—1
(1Boy) | He =€, 7, 0°a11P0s) | 1 <c<p—1 p>2:{ T sicd 1 p—1

p:2:Z4q

Demostracion. Los grupos K, L, G. y H. no son conjugados entre si ya que sus
imégenes por my o bien sus nicleos no lo son. Si G. y Gy (resp. H. y Hgy) son
conjugados, entonces sus imédgenes en el cociente Hol(A)/®, coinciden, es decir
(0°BorG2) = (00, &3). Luego, ¢ = d.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) tal que |m2(G)| = p. De acuerdo con la
tabla 5.14 debemos discutir tres casos. Supongamos que m(G) = (ay ;). Entonces
el nicleo tiene orden pq y entonces G tiene la forma

G = (e, o"1™, 0°7Pay ).

Por la condicién (K) tenemos que n = 0. Por lo tanto, podemos suponer que b = 0
y G = (¢, 7, 0%ay,). Por regularidad, a # 0 y entonces G es un conjugado de K
por (v 4.

Supongamos que mo(G) = (fy,). Entonces G tiene la siguiente presentacién
estandar:

G = (e, o"m™, J“Tb/é’oﬁ.

Sin = 0 entonces GG = G,. Sin # 0, podemos suponer que m = 0, en caso contrario,
conjugamos por ay *. Por lo tanto, podemos suponer que a = 0 y n = 1. Por
regularidad, b # 0 y entonces G' es un conjugado de L por agp-1.

Por 1ltimo, supongamos que mo(G) = (1,1 50,-). Entonces

G = (e, o"m™, a“Tboleﬁo,r>.

La condicién (K) implica que n = 0 y entonces G = (¢, 7, 0%a1100,) = H,.
Notemos que para el caso p = 2, los grupos K y H; (que es el unico H,.) tienen

elementos de orden 4 pues (cay1)* = (ca1160,)* = 7. Para p > 2, no hay elementos

de orden p? y entonces tenemos diferentes clases de isomorfismo en la tabla. O

Lema 5.3.9. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
regulares G de Hol(A) con |ma(G)| = pq estd dado por la siguiente tabla
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7o (G) Grupos Pardmetros | Clase #
1
<041,1,51,1> K1 = <7', oQq 1, ET*1ﬁ1’1> - p > 2 ZZZ) X Zq 1
D =212y
1
(Bi1, Bor) Ky = (o, 7fo,, €1P11) - A 1
Go= (1, 0“Bo, e1f11)  |1<a<p—1|A p—1
1
(Bii,ar1fo,) | Ho = (7, 0%a1 1Py, e 1f11) | 1<a<p—1|p>2:A p—1
D=2:104gX_1 2y

Demostracion. Por el mismo argumento del lema 5.3.8 podemos ver que los grupos
de la tabla no son conjugados entre si. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con
|m2(G)| = pq. De acuerdo con la tabla 5.14 debemos considerar tres casos. En todos
ellos, actuando por el normalizador de mo(G) si fuera necesario, podemos suponer
que ker my|g esté generado por T o por o.

Sea mo(G) = (@11, B11). Por la condicién (K) tenemos que ker my|e = (7). Luego,

G = (T, e“abalvl, ecadﬁlyﬁ.

La condicién (R) implica que d = 0y ¢ = 7%1 Si b = 0 entonces, por el lema
4.1.4(1), m(G) C (e, 7), una contradiccién puesto que G es regular. Luego b # 0 y

en consecuencia G es un conjugado de K por a7, donde n = arlb_fl.
Sea my(G) = (Bor, B11)- Sikermy|g = (o) entonces
G = <U7 EaTbBO,Ta 607d51,1>-
De acuerdo con la condicién (K) tenemos ¢ = 7%1 y a = 0 (luego, b # 0 por

regularidad) y por (R) tenemos d = 0. Luego G es un conjugado de K, por agp-1.
Si ker my| estd generado por T entonces

G - <T7 €a0-b60,7"7 ECO-dﬂl,l>-

De las condiciones (R) tenemos que d =0y ¢ = ﬁ Entonces, b # 0 pues en caso
contrario tendriamos 7 (G) C (7,€). Si b+ 1 = 0 entonces ¢ conmuta con o°5y, y
como (e"0By)P € () tenemos a = 0, y en consecuencia G = G_;. En otro caso, G
es un conjugado de Gy por 87, donde n = arbi;lr_l.

Sea m3(G) = (1180, P11). La condicién (K) implica que ker ms|e = (7). En-
tonces

G = (T, e“aba171607r, ecadﬂuy

Las condiciones (R) nos dicen que d = 0y ¢ = % Ademas, tenemos que b # 0
como antes. De la misma forma, si b+ 1 = 0 entonces a = 0 y luego G = H_;. Si
no, G es un conjugado de H, por 57, donde n = aﬁ.

En forma andloga al lema 5.3.8, notemos que para el caso p = 2, los grupos
Ky y H; (que resulta ser el inico H,.) tienen elementos de orden 4 puesto que
(ca11)? = (ca11P0r)* = 7. Luego, las clases de isomorfismo de estos grupos son

diferentes a las del caso p > 2 de la tabla del enunciado. O
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Al igual que en la subseccion anterior, para los siguientes resultados tendremos
diferentes consecuencias segun si p = 2 o p > 2. Recordemos que si p = 2 podemos
suponer que 7 = —1.

Proposicién 5.3.10. Sea p = 2. Si G es un subgrupo regular de Hol(A) entonces
[ma(G)] & {4, 44}

Demostracién. Supongamos que G es un subgrupo de orden p?q de Hol(A) tal que
|mo(G)| = 4. Por la tabla 5.14 y el hecho de que A tiene un tnico g-subgrupo de
Sylow, tenemos que G tiene la siguiente presentacion estandar:

G = (e, o"7Pay 1, o°7By_1)
para ciertos 0 < a,b,¢,d < 1. Por la condicién (R), como (0%7°a; 1)? € (€) tenemos
que a = 0. Ademas, tenemos que el segundo generador debe conmutar con el tercero
moédulo el nicleo, luego ¢ = 0.
Ahora, supongamos que |my(G)| = 4q, luego G tiene la siguiente presentacién
estandar:
G = <€aUOt1,1, Ebvﬂo,fl, 66?1)51,1)

donde u,v,w € (o, 7). Por la condicién (K), el primer generador tiene orden 2 y
tenemos que u € (7). Como ay,15p—1 = fo—101,1, la condicién (R) nos lleva a que
v € (7). Por el mismo motivo, oy 1611 = f1,101,1 implica que w € (7).

En consecuencia, en ambos casos m1(G) C (7, €) por el lema 4.1.4(1) y entonces
GG no es regular. n

Los dos lemas siguientes sélo funcionan para primos impares. En las demostra-
ciones utilizaremos que si p > 2 entonces

(0%ay)" =712 o™al, (5.37)
para todo n € N.

Lema 5.3.11. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion
de subgrupos requlares G de Hol(A) con |m2(G)| = p? es

Ga = <€7 Uaal,b T/BO,’I’> = A
paral <a<p-—1.

Demostracion. Si G, es un conjugado de G, por algin automorfismo h € Aut A
entonces h € N(m2(G)) v luego h = a5y ;. Entonces

hTﬁo,rhfl = Tiﬁo,r € Gy

ho“ay h™' = 7"“0“0/171 € Gy.

Luego ¢ =1y [l =0y tenemos que a = b.
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Sea G un subgrupo regular con |13(G)| = p®. En consecuencia, salvo conjuga-
cién, m(G) = (a11, Por) v €l nicleo de ma|¢ es el subgrupo generado por e. Luego,
podemos suponer que

G = (e, oy, o°T%B,).

Por la condicién (R), el segundo generador debe conmutar con el tercer generador

moédulo el nicleo, por lo cual tenemos que ¢ = 0y entonces d # 0 por regularidad. Si

a = 0 entonces, por el lema 4.1.4(1), tenemos que 71 (G) C (7, €), una contradiccion.
b

En consecuencia a # 0 y G es un conjugado de G, por el automorfismo aq 4-1 al_f .
]

Lema 5.3.12. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion
de subgrupos regqulares G de Hol(A) con |m(G)| = p*q es

1 ~
Go = <‘7041,1, 7 Bors E”lﬁ1,1> = A
paral <a <p-—1.

Demostracion. Si G, y G, son conjugados entre si por h entonces h normaliza
a (oayy), el centro de G, y Gy, y entonces h = [ ; para cierto j. Entonces
h1*Bo,h~t = 7By, € Gp. En consecuencia a = b.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |m3(G)| = p?*q. El tnico subgrupo
de orden p*q salvo conjugacién es (ai1,Bog,11) = A. Luego, una presentacién
estandar de G es la siguiente:

G = ("uayq, ebvﬁg,r, €“wf 1)

para ciertos u,v,w € (1,0). Sea u = o*7¥. Como aq, es un elemento central en
mo(G), por la condicién (R), tenemos que e*uay 1 € Z(G) y luego v,w € (1) y

r¥ —1 r¥ —1
r—1)= .
r—1 7 e(r ) r—1

Ahora, levantando la relacién Sy, 011 = 87150, tenemos que w = 1. Si x = 0, por
el lema 4.1.4(1) tenemos m;(G) C (e, 7), una contradiccién. Luego, supongamos que
x # 0y entonces ¢ = —L. Luego,

T_q 1
G = = o'tV 1, Gthﬁom e—1P11)

para cierto 0 < t < p — 1. En consecuencia, usando (5.37) tenemos que G es un
conjugado de G por h = v, ;31 donde n = %*1 — . O

La siguiente observacién es analoga a la observacién 5.1.15.

Observacion 5.3.13. Las brazas torcidas de tipo A que se descomponen como pro-
ducto directo son las siguientes:

(i) la braza torcida de la proposicién 5.3.7.
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(ii) La braza torcida asociada al grupo G. para 1 < ¢ < p — 1 como la definimos
en el lema 5.3.8 es un producto directo de la braza torcida trivial de orden p
y una braza torcida de orden pq con |ker \| = ¢, ver teorema 3.3.9.

(iii) La braza torcida asociada a G, para 1 < a < p — 1 como la definimos en el
lema 5.3.9 es el producto directo de la braza torcida trivial de orden p y una
braza torcida de orden pq con |ker \| = 1, ver teorema 3.3.12.

Gracias a la enumeracion de brazas torcidas de orden pg que conseguimos en los
teoremas 3.3.6, 3.3.9 y 3.3.12, podemos decir que la observacién anterior junto con
la observacién 5.1.15 nos dan una lista completa de las brazas torcidas de tipo no
abeliano de orden p?q que se pueden descomponer como un producto directo.

Resumimos el contenido de esta seccion en las siguientes tablas.

| ker N| | Z2 X Zg | Ly X (Zg Xy Lp)
1 - p—1
P 1 2p—1
q - p—1
Pq 2 2(p—1)
P’ 1 -
P’q - 1
|ker )\| Z4q Z% X Zq ZQ X (Zq N _q ZQ) Zq N _q Z4
2 1 - 2 1
2q 1 1 1 1
4 - 1 - -
4q - - 1 -

Tabla 5.15: Enumeracién de brazas torcidas de tipo A
con la condicién ¢ = 1 (méd p), ¢ # 1 (méd p?):
arriba asumimos que p > 2 y abajo, que p = 2.

5.4. Brazas torcidas de orden p?g
con ¢ =1 (mdd p?)
En esta seccién podemos suponer que ¢ = 1 (méd p?) y denotaremos por h a un

elemento fijo de orden p? en Z; . En consecuencia, tenemos los siguientes grupos no
abelianos de orden p?q:

(1) Zg X Zyp = (0,7 |71 = 0% =1, o107 = 7"");
(11) Zp X (Zq th Zp) = <O-7T7€|O-p - Tp — €q — ]-; [677—] — [7—70-} = 17 0’60‘71 = Ehp>7

(111) Zq Xh sz = <O‘,T|Tq = 0’p2 = 17 oro~ ! = Th>.
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En las tablas 5.16 y 5.17 resumimos la enumeracién de brazas torcidas de acuerdo
con la clase de isomorfismo de sus estructuras aditivas y multiplicativas.

+\o | Zypg | Zg Xwp L | g 305 L | 22 X Lg | Ly X (Zg Xpw L)
Lig App Ly 2p | 2p(p—1) | 2p(p—1) - -
L Xn L2 2 | 2p—1) | 2p(p—1) - -
Ly X (Lg Xpe L) | - - - 4 6p — 4

Tabla 5.16: Enumeracién de brazas torcidas de orden p?q
con ¢ =1 (méd p?) para p > 2.

+\o | Zag | g X1 Ty | L X0, Ly | 23 X Ly | Ty X (Zog Xy Zy)
Zy %1 Ly 2 2 2 2 A
Zq Ap Z4 2 2 4 - -
Lo X (Lg¥_1Zy) | 2 2 2 2 4

Tabla 5.17: Enumeracién de brazas torcidas de orden 4q
con g =1 (mdd 4).

Al igual que en la seccién anterior, no seguiremos repitiendo la estrategia para
verificar la regularidad de los subgrupos por ser demasiado repetitiva y rutinaria.

5.4.1. Brazas torcidas de tipo Z; X» Z,?

En esta seccién denotaremos por A al grupo Z, Xp» Z,2. El grupo de automor-
fismos de A se puede describir como en la subseccion 5.3.1 y utilizaremos la misma
notacién. En particular, los subgrupos de orden p,q y pq de Aut A coinciden con
los subgrupos de la tabla 5.12. En consecuencia, si G es un subgrupo regular con
|m2(G)] € {q,p, pq} podemos aplicar los lemas 5.3.1, 5.3.2 y 5.3.3, respectivamente.

Salvo conjugacién, los elementos de orden un divisor de p? estdn contenidos
en el subgrupo de Aut A dado por (pj,, ¢} ) = Z, x Z;. Entonces, de acuerdo
con [66, Theorem 3.3], tenemos p + 1 subgrupos de orden p?, digamos

(ro) 2Zp vy {Plo, Powo) =Ly X Ly (5.38)

para 0 < k <p—1.

Por otro lado, como <<p(1],1> es el inico ¢g-subgrupo de Sylow de Aut A, tenemos
que los subgrupos de orden p?q de Aut A son los siguientes p + 1 subgrupos salvo
conjugacion:

<SOZ,0: 90(1),1> y <()0%,0a @?ﬂwa 80(1),1> (5.39)

para 0 <k <p-—1.
Los siguientes lemas enumeran los subgrupos regulares de Hol(A) salvo conjuga-
cién con |my(G)| € {p?, p*q}. Para esto, separamos los casos p =27y p > 2.
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Lema 5.4.1. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de
subgrupos requlares G de Hol(A) con |m2(G)| = p* es

)

Gy = (T, Ub902,0> = Lg X Ly
para 0 < k<p—1y1<b<p-1.

Demostracion. Analogamente al lema 5.3.2 podemos mostrar que los grupos no son
conjugados entre si. Sea G' un subgrupo regular de Hol(A) con |m(G)| = p?. El tinico
subgrupo de orden g de A es (7). De acuerdo con (5.38) tenemos que considerar dos
casos.

(i) Sima(G) = (g} ) entonces una presentacion esténdar es la siguiente
G = <T7 Tao-b(pﬁ,0> = <T7 O-bgpfz,0>

donde b # 0 (méd p). Salvo conjugacién por el normalizador de (gf o) en
Aut A, podemos suponer que 1 < b <p—1, luego G = Gy

(ii) Sima(G) = (@19, ¥hw o), entonces podemos argumentar como en la proposicién
5.3.4 y probar que no existen subgrupos regulares bajo estas condiciones. []

Lema 5.4.2. Sea p > 2. Un cojunto de representantes de clases de conjugacion de
subgrupos requlares G de Hol(A) con |m2(G)| = p*q es

1
G = <‘7b902,0> Thp_l@?,l) = Zg Xp L2
para 1<b<p—-1y0<k<p-—1.

Demostracion. Los grupos no son conjugados entre si por el mismo argumento del
lema 5.3.2. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |m(G)| = p?q. De acuerdo
con (5.39) debemos considerar dos casos. En el primero, G tiene la presentacién
estandar:
G = <7'a0b§0§,07 7'(:(7(1‘,0(1),1>-

Por la condicién (R) (7%0%p} ;)7 = 1 tenemos que d = 0 y entonces b # 0 (méd p)
(caso contrario, por el lema 4.1.4(1) se seguirfa que m(G) C (o, 7)). Mas atn,
podemos asumir también que 1 < b < p — 1, salvo conjugacion por una potencia de
¢} o- Por la condicién (R), levantando la relacion ¢f (@7 | = (£ ,)"¢) o tenemos que
C=
Ahora, si a = 0, tenemos uno de los representantes del enunciado. Si no, conju-
gamos por @271 donde n = —%.

En el segundo caso no tenemos subgrupos regulares por el mismo argumento de
la proposicién 5.3.4. O

Ahora, vamos a tratar el caso p = 2. Recordemos que como h es un elemento de
orden 4 en ZX, podemos suponer que h* = —1.
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Lema 5.4.3. Sea p = 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de
subgrupos requlares G de Hol(A) con |ma(G)| = 4 estd dado por

Gy = (T, 090%,07 U2S091,0> & 7o X (ZLg ¥ 1 Zy), Gy = (T, 0902,0> = ZLg X, Ly.

Demostracion. Los grupos GG; y G5 no son conjugados entre si pues sus imagenes por
3 10 lo son. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Si ma(G) = (1,4, ¢° o) podemos
argumentar igual que en el lema 5.3.5 para conseguir G. Si m(G) = <g02’0) para
k = 0,1, argumentando como en el lema 5.4.1, tenemos

G = <Ta USOZ,O>'
Si k = 1 entonces (0¢;4)* = (ph0)> = ¢211 € G y luego G no es regular. En
consecuencia, k = 0 y resulta G = Gs. O]

Lema 5.4.4. Sea p = 2. Ezisten dos subgrupos regulares de Hol(A) con |mo(G)| = 4q
salvo conjugacion. Un conjunto de representantes estd dado por

1
G1 = (019, 02910, T 201 ) = Ly X (Zg Xy L)
_1 ~
y Gy = <0902,07 T 2<P(l),1> = Zg Xn L.

Demostracion. Los grupos G y G5 no son conjugados pues sus imagenes por o
no lo son. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Si m(G) = (¢10,9%10,¢%1),
argumentando como en el lema 5.3.6 conseguimos Gy. Si m(G) = (¢}, ¢V ), por
el mismo argumento del lema 5.4.2, tenemos que G tiene la siguiente presentacion
estandar: )
G = {ogho T 2¢60,).

Si k = 1 entonces (09} ¢)* = (¢h0)° = ©°10 € G y luego G no es regular. Entonces
k = 0 y conseguimos Gj. m

Los resultados de esta seccion se resumen en las siguientes tablas:

| ker >\| Zp2q Zq A pp Zp2 Zq Ap sz
1 - - plp—1)
p |p—1| plp—1) -
q - - p(p—1)
P’ 1 - -
Pq p | pPP-p—1 -
P°q - 1 -

\ker )\‘ Z4q Z% X Zq ZQ X (Zq X_q ZQ) Zq X _1 Z4 Zq Ap Z4
1 - - 1 1
2 § 1 1 1 -
q - - 1 - 1
4 1 - . - -
2 1 1 1 . -
4q - - - 1 -

Tabla 5.18: Enumeracion de brazas torcidas de tipo Z; Xy» Z,2 con la condicion
q =1 (méd p?): arriba con p > 2 y abajo con p = 2.
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5.4.2. Brazas torcidas de tipo Z, x (Z, X» Z,)

En esta secciéon denotamos por A al grupo Z, x (Z; X Z,). Los subgrupos
regulares de Hol(A) con imdgenes de 6rdenes ¢,p,pg por my son los mismos de
la proposicién 5.3.7, el lema 5.3.8 y el lema 5.3.9, respetivamente, puesto que los
subgrupos del grupo de automorfismos de A de orden p,q y pg coinciden con los
del caso ¢ =1 (méd p) y ¢ # 1 (mdd p?). Respetando la notacién de la subseccién
5.3.2, los subgrupos de orden p? de Aut A son

(11, Bonwe), <O/f,1/30,h> (5.40)

para 0 < k < p — 1, salvo conjugacion. Como hicimos antes, consideraremos los
casos p =2y p > 2 en forma separada. Primero, comenzamos con el caso p > 2.

Lema 5.4.5. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de
subgrupos requlares de Hol(A) con |m(G)| = p? es

Go = (€, 0%, Thopw) = A
conl<a<p-—1.

Demostracion. Si mo(G) = (aq.1, Bo ) podemos argumentar como en el lema 5.3.11
para obtener a G,. Mostraremos que si my(G) = (of ;Bos) para 0 < k < p—1
entonces G no es regular. Podemos suponer que

G = (e, U“Tbaflﬁ()’h).

Si k = 0 entonces (097°8y,)P = 85, € G. Caso contrario, como p > 2, tenemos que

a b k p_ bp+kPESNY an pkoop op
(0T 1 Bon)’ =T > 0%aq by, = By € G
En ambos casos, G no es regular por el lema 4.1.3. O
Ahora veamos el caso p = 2. En este caso, tenemos que h? = —1.

Lema 5.4.6. Sea p = 2. Eziste una unica clase de conjugacion de subgrupos regu-
lares de Hol(A) con |ma(G)| = 4. Un representante es

H = (¢, oai1Pon) = Lyq X, Ly.

Demostracion. Si ma(G) estd generado por ay ;1 y fp -1 entonces G no es regular por
los mismos calculos de la proposicién 5.3.10. Supongamos que m(G) = (of 1 5o5)
para k = 0, 1, entonces G tiene la siguiente presentacion estandar

G = (e, O'aTbOé’ilﬁQJJ

para ciertos 0 < a,b < 1. Si k = 0 entonces (6°7°8y,)? = Bgvh = fo-1 € G y luego
G no es regular. Entonces k = 1y a = 1, caso contrario tendriamos 7 (G) C (7, ¢).
Por 1ltimo, podemos suponer que b = 0 salvo conjugacién por a; ;. O
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Los subgrupos de orden p?q en Aut A son
(a1, Bowr, Bra)s Bty of1Bon)

para 0 < k < p—1, salvo conjugacién. Consideramos ademas los casos p > 2y p = 2
por separado. Comencemos con el caso p > 2.

Lema 5.4.7. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de
subgrupos requlares de Hol(A) con |ma(G)| = p*q es

1%

A

1
Go = (oai, TBope, €771 P11)
paral <a<p-—1.

Demostracion. Si el p-subgrupo de Sylow de la imagen m5(G) no es ciclico podemos
concluir como en el lema 5.3.12. Veamos que si m(G) = (511, ()élilﬁ()’h) entonces G
no es regular. En efecto, si

G = <€auﬁ1,1, Ebvalf,lﬁo,ﬂ

para ciertos u, v € (o, T) entonces, como (e“u3;1)? = 1 por la condicién (R), tenemos
que u = 1, es decir G = (€*f 1, ebva’ilﬁo,h) donde v = o°7¢. M4s atin, podemos
suponer que a # 0 por regularidad. Como p > 2, tenemos que

b _c d k P __ sdp-i-ck:p(p*1> cp kp gp  __ _spop
(eaTal,lﬁQh) =7 2 o%ay By, = €6y, €G

para algin s. Luego,
(e"Bra)"a(€By,) = Bt Bon €G
y entonces G no es regular. O

Lema 5.4.8. Sea p = 2. Existe una unica clase de conjugacion de subgrupos requ-
lares de Hol(A) con |m(G)| = 4q. Un representante es

H = (0aq.16o, 6_%51,1> = Lig Xy Ly.

Demostracion. Sima(G) = (aq1, Bo.—1, B11) entonces G no es regular por los mismos
célculos de la proposicién 5.3.10. Supongamos que mo(G) = <o/f’lﬁo,h, f11) para
k = 0,1, luego G tiene la siguiente presentacién estandar

<T“€baco/f71ﬂ0,h, o By 1)

para ciertos 0 < a,c,d,f < 1y 0 < be < q— 1. Por la condicién (R), como
(t%°07B11)? = 1 tenemos que f = d = 0. Por regularidad, e # 0 (mdd q). Si
¢ = 0 entonces m(G) C (7,¢). Luego, ¢ = 1. Por la condicién (R) y el hecho de
que Bonfia = ﬁflﬁo,h, tenemos que e = —%. Salvo conjugacién por aq; podemos
suponer que a = 0.

Si k = 0 entonces (e_%ﬁlyl)*zb(h*”(eba/307h)2 = B;fb(h‘”ﬁg,h € G y en conse-
cuencia G no es regular. Luego, k = 1 y G es un conjugado de H por 7'; donde

— _ 2
n= h+1" o
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De acuerdo con los lemas 5.4.5 y 5.4.7, la tabla 5.15 recolecta la enumeracion de
brazas torcidas de tipo Z, X (Z, Xp» Zp) con ¢ = 1 (méd p?) y p > 2. En la tabla
5.19 se retne la enumeracion para el caso p = 2.

ker A Z4q Z% X Zq ZQ X (Zq X_q Zg) Zq X_q Z4 Zq A Z4
1| - - - - 1
2 1 - 2 1 -
4 - 1 - - -
q - - - - 1
2 | 1 1 1 1 ;
4q - - 1 - -

Tabla 5.19: Enumeracion de brazas torcidas de tipo Zy x (Z, X_1 Zs)
con g =1 (mdd 4).

5.4.3. Brazas torcidas de tipo Z; X, Z,»

En esta seccion, denotaremos por A al grupo Z, X, Z,2. Una presentacion de este
grupo es

1

G=(o,7| o =19=1, 0710 =7,

De acuerdo con [17, Theorem 3.4], la funcién

j
6Ty WL —s At A, (i,)) = pij = {TH §
o To

es un isomorfismo de grupos.

Como ¢ = 1 (méd p?) entonces p?q divide a |Aut G| = ¢(¢ — 1) y debemos
discutir todos los posibles valores para |ma(G)].

Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos de Aut A
lo podemos ver en la tabla 5.20.

Orden Grupo Clase
p {po,nr) Ly
q (p1,1) Zq
rq (Pone, o11) | Zg Xpr Ly
P’ {po,n) Ly
p*q (P11, pon) | A

Tabla 5.20: Clases de conjugacion de subgrupos de Aut A.
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Lema 5.4.9. La tinica braza torcida de tipo A con |ker \| = p? es (B, +,0) donde

xy (1 z1 + h™y 1 (1 h¥2zy + h™y,
—I— = 5 O =

T2 Y2 To + Y2 T2 Y2 To + Y2
para todos 0 < x1,y, < q—1y0 < z9,y2 < p* — 1. En particular, (B,o) = L2y
Demostracion. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |m(G)| = ¢. Entonces
podemos suponer que m(G) = (¢1,1) que es normal en Aut A.

Como todos los p-subgrupos de Sylow de A son conjugados entre si y tienen

orden p?, podemos suponer que G tiene la presentacién estandar

G = (o, %0 p11) = (0, T%11),

para cierto a # 0. La condicién (K) se satisface si y solo si a = .

La férmula para la braza torcida asociada a G se puede obtener como en el lema
5.3.1. =
El grupo B3 = (7, ¢1,1) es normal en Hol(A) y Hol(A)/®; = Z

X
pzqu.

Lema 5.4.10. Las brazas torcida de tipo A con |ker \| = pq son (B.,+,0) donde
(Bey +) = Zg Xp Ly y (Be,0) = Zy X, 211 Lz 2 A for 1 < ¢ < p—1. En particular,
B, es una bi-braza.

Demostracion. El subgrupo
Ge= (1, o, c%pomw) = A

es regular. Si G,y G4 son conjugados entre si entonces sus imagenes en Hol(A)/G3
coinciden y luego (o, 0o pe) = (0P, 0% pr). En consecuencia, ¢ = d.

El tnico subgrupo de A de orden pq es (7, 0”). Luego, si G es un subgrupo regular
de Hol(A), podemos suponer que G = G, para algin 1 < ¢ <p—1.

Usando el mismo argumento del lema 5.1.4 podemos describir la estructura de la
braza torcida B, asociada a G. y de acuerdo con el corolario 3.1.2, la braza torcida
asociada es una bi-braza. O]

Lema 5.4.11. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
requlares de Hol(A) tal que |mo(G)| = pq es

Gc = <Up7 O-CSOO,hZH Tﬁgpl,1> = A
para 1 <c<p-—1.

Demostracion. Al igual que en el lema 5.4.10 podemos mostrar que los grupos G, no
son conjugados entre si. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |m2(G)| = pq. De
acuerdo con la tabla 5.20, podemos suponer que mo(G) = (@o.nr, ¢1.1). Los subgrupos
de orden p de A son (7%0?) para algin a. Como ¢ ; estd en el normalizador de mo(G),
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salvo conjugacién por una potencia de ¢;; podemos suponer que a = 0. Luego, G
tiene la siguiente presentacion estandar

b _c d __e
G = (d?, 7°0%po e, T 0%p11)

para ciertos 0 < c,e <p—1y 0<b,d < q— 1. Por la condicién (R) y el hecho de
que Qo 11 = 1o se sigue que e(1 —h?) =0 (méd p?), luego e = 0 (méd p),

y d(h¢ — 1) = =L Si ¢ = 0 entonces m;(G) C (r,0”) por el lema 4.1.4(1), por lo

cual tenemos que ¢ # 0 y entonces d = 2. Por (7200 )P € (0F) conseguimos
b = 0. En consecuencia, G = G.. O

Lema 5.4.12. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
requlares de Hol(A) con |ma(GQ)| = p* es
Zy2g, sib=—1 (méd p?),
Gy = (T, 0"op) = Zy X Ly, sib=—1 (méd p) yb# —1 (méd p?),
Lig XAy, L2, en otro caso,
donde 1 <b<p*—1yb+#0 (mbd p).

Demostracion. Por el mismo argumento del lema 5.4.10, los grupos no son conju-
gados entre si. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |m(G)| = p?. Como A
tiene un unico subgrupo de orden ¢, de acuerdo con la tabla 5.20, tenemos que todo
subgrupo regular G tiene la presentacion estandar

Gy = (T, Ub@o,h>
para b # 0 (méd p) (en otro caso, tendriamos m1(G) C (7, 07)), es decir G = G,,. [

Lema 5.4.13. Un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos
requlares G de Hol(A) con |m2(G)| = p?q es

1
Ga= (1711, 0%ppp) = A
para 1 <d<p*—1yd+#0 (méd p).

Demostracién. Sea G un subgrupo regular con |m(G)| = p?q. De acuerdo con la
tabla 5.20, podemos suponer que una presentacion estandar es

G = <T“abg01,1, Tcadgo(]’h}.

Gracias a las condiciones (R), de (7%¢%p;1)? = 1 obtenemos b = 0. Levantando la
relacion o pp11 = @?71<p07h, conseguimos la ecuacién a(h? — 1) = };Ld__ll.
Si d =0 (méd p) entonces m(G) C (r,07). Luego d # 0 (méd p) y a = .

h—1
Entonces,

_1
G = (Th‘1901,1, TCUd@o,h)

para d # 0 (méd p). Si d = —1 entonces ¢ = 0 puesto que T°%p, tiene orden p*.

En otro caso, G es un conjugado de G4 por ¢__ n-1 . O
hd+1_1°
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Resumimos el contenido de esta subseccién en la siguiente tabla:

| ker )\| Zp2q Zq A pp sz Zq Hp Z,p2
1 - - pp—1)
p - p—1 -
q 1 p—1 p(p—2)
o1 - -
Pq - - p—1
p*q - - 1

Tabla 5.21: Enumeracion de brazas torcidas de tipo Z, X, Zy2
para ¢ = 1 (méd p?).

5.5. Una demostracion de una conjetura de
brazas torcidas de orden p?q

En esta seccién, daremos una demostracion positiva para la conjetura 4.1 de [13].
Para ello, necesitaremos todas las tablas que conseguimos al enumerar las brazas
torcidas de orden p?q en los capitulos 4 y 5.

Dado un entero n, denotamos por A(n) la cantidad de brazas torcidas de tipo
abeliano de orden n no isomorfas entre si. (es decir, las brazas cldsicas) y por B(n)
a la cantidad de brazas torcidas de tipo no abeliano de orden n no isomorfas entre
si. Luego, la cantidad total de brazas torcidas no isomorfas entre si de orden n es:

s(n) = A(n) + B(n). (5.41)

Por [29], se conoce el valor de A(4¢q) para un primo ¢ > 5 y también el valor de
A(p?q) para primos p,q con la condicién ¢ > p + 1 > 3. Volveremos a probar estos
resultados como un caso particular.

Teorema 5.5.1. [13, Conjecture 4.1] Sean p y q nimeros primos. Si ¢ > 5 entonces
29, stg=3 (mod 4
s(4q) = | ( , )
43, sig=1 (mdbd 4)
ysig>p+1>3, entonces
4, siq#1 (méd p)

s(’q) =20 +Tp+8, sig=1 (médp)yg#1 (mdéd p?)
6p2 +6p+8, sig=1 (mbd p?).

Demostracion. Para la primera parte, de acuerdo con la tabla 4.1 tenemos que

Aldq) = 9, sig=3 (méd4)
D711, sig=1 (mod 4)



128CAPITULO 5. BRAZAS TORCIDAS DE ORDEN p2q - CASO NO ABELIANO

y sumando todas las entradas de las tablas 5.11 y 5.17, conseguimos:

Bliq) = 20, sig=3 (mdd4)
V=132, sig=1 (méd4).

Luego, por (5.41) conseguimos el valor deseado de s(4¢q).

Para la segunda parte, de acuerdo con [14, p. 237], tenemos que las condiciones
g>p+1>3yqg#1 (méd p) s6lo pueden cumplirse simultdneamente si p y ¢ son
aritméticamente independientes (es decir p # +1 (méd ¢q) y ¢ # 1 (méd p)). Luego,
por la tabla 4.1 tenemos:

4, sig#1 (méd p)
A(pPq) ={p+8, sig=1 (médp)yq#1 (médp?)
2p+8, sig=1 (méd p?).

Para B(n), el caso ¢ =1 (méd p) y ¢ # 1 (méd p?) proviene de la tabla 5.10 y la
condicién ¢ = 1 (méd p?) proviene de la tabla 5.16. Por ltimo, como todo grupo de
orden p?q con p y ¢ aritméticamente independientes debe ser abeliano, sélo tenemos
brazas torcidas de tipo abeliano. En resumen:

0, sig#1 (méd p)
B(p*q) = {20° +6p, sig=1 (médp)yg#1 (médp?)
6p? +4p, sig=1 (méd p?)
y entonces se sigue la segunda parte de la conjetura. Notemos que los tltimos nime-

ros de la enumeracion los conseguimos sumando todas las entradas de las tablas 5.10
y 5.16. m

En [41], los autores realizan una serie de conjeturas a partir de los resultados
que obtuvieron mediante calculos computacionales. Todas ellas fueron probadas por
separado en [60] y [29]. Dado que se trata de brazas (de tipo abeliano) de orden p?g,
nuestro trabajo da una nueva demostracion como aplicacion del teorema anterior.
Adaptando los enunciados a nuestra notacion tenemos que:

= [41, Conjecture 6.2] trata sobre la cantidad de brazas de orden 4¢ que proba-
mos en el teorema 5.5.1 como A(4q);

= [41, Conjecture 6.3] trata sobre la cantidad de brazas de orden 9¢ que también
vimos en el teorema 5.5.1. Tomando p = 3 conseguimos

4, sig#1 (mdd 3)
A9g) =< 11, sig=1 (mdéd3)yq#1 (méd?9)
14, sig=1 (mdd9).

= [41, Conjecture 6.4] afirma que A(p*q) =4sip<qyq#1 (méd p), como se
deduce de la demostracion del teorema 5.5.1.
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